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Vorwort zur ersten Auflage. 
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Uas vorliegende Bach enthält im wesentlichen dasjenige, was 

als das Lehrfach „Elastizitätslehre'' im zweiten Studienjahr an 
der technischen Hochschule zu Hannover vorgetragen wird. Das 
Hauptgewicht ist hierbei auf Leichtverständlichkeit und Anschau- 
lichkeit gelegt; daher wird fast durchweg mit einfachen Sonder- 
fällen, die dem Torstellungsvermögen des Studierenden nahe liegen, 
begonnen und dann erst zu verwickeiteren Aufgaben übergegangen. 
Oanz allgemeine Untersuchungen sind überhaupt vermieden, da 
diese Vorträge besonders die Einführung in die Elastizitätslehre 
bezwecken. In den Beispielen haben solche Fälle vorwiegend Be- 
rücksichtigung gefunden, die in den Baufächern von Wichtigkeit sind. 

Die graphische Statik kann infolge besonderer Umstände in 
meinen mündlichen Torträgen über Elastizitätslehre nicht benutzt 
werden, (abgesehen von den einfachsten Grundbegriffen); vieln^ehr 
Erfolgt die zeichnerische Behandlung der Balken, Fachwerke, 
Stützmauern und Gewölbe in einem getrennten Lehrfache. Aus 
diesem Grunde habe ich auch im vorliegenden Buche die graphische 
Statik nicht in gröfserem Umfange verwendet, weil ich zu Gunsten 
meiner Hörer wesentliche Abweichungen zwischen den mündlichen 
und den gedruckten Torträgen vermeiden wollte; 

Die Bedeutung der in Formeln vorkommenden Buchstaben 
findet sich am Schlüsse des Buches in alphabetischer Ordnung an- 
gegeben und zwar unter Hinweis auf diejenigen Stellen, wo die 
betreffende Gröfse in die Entwicklung eingeführt wurde. Mit Hülfe 
dieses Terzeichnisses kann der Leser jede Formel leicht verstehen, 
ohne erst im Texte nach der Bedeutung der einzelnen Zeichen 
suchen zu müssen. 

Die neueren einschlägigen Arbeiten wurden benutzt, soweit es 
dem Plane des Buches entsprach ; dabei sind die betreffenden Quellen 
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IV Vorwort zur gtoeiten Auflage. 

angeführt. Erschöpfende Quellennachweise für das ganze Gebiet 
der behandelten Wissenschaft habe ich aber nicht gegeben, weil 
dieses dem Hauptzwecke des Buches nicht zu entsprechen schien. 

Hannover, im März 1893. 

KecL 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



Der hier vorliegende zweite Teil der Vorträge über Elasti- 
zitätslehre umfafst den dritten bis fünften Abschnitt des Werkes 
und bebandelt darin grundlegend die Elastizität und Festigkeit 
einfach . gekrümmter Stäbe und ebener Fach werke, sowie die Lehre 
vom Erddruck. 

Der im Vorwort zum ersten Teile ausgesprochene Grund- 
gedanke, dem Anfönger eine bequeme und sicher leitende Ein- 
führung in die Elastizitäts- und Festigkeitslehre zu bieten, ist auch 
bei Bearbeitung dieses Teiles leitend geblieben. 

Wie der erste, so hat namentlich auch dieser zweite Teil 
gegenüber der ersten Auflage eine erhebliche Erweiterung erfahren 
müssen. Im dritten Abschnitt ist die genauere Untersuchung der 
Spannungen in gekrümmten Stäben, umfassend auch diejenigen in 
Gefäfswänden hinzugekommen. In den Kapiteln über den Zwei- 
und Dreigelenkbogen wurden neben der Ableitung der bei der 
Berechnung flacherer Bögen in der Anwendung meist benutzten 
abgekürzten analytischen Eegeln, auch für jede Bogenform grund- 
sätzlich genaue, wenn auch in der Benutzung umständlichere 
graphische Ermittelungsmethoden entwickelt. Das schien geboten, 
um den Leser in den Stand zu setzen, sich einerseits davon zu 
überzeugen, inwieweit die bequemeren analytischen Annäherungs- 
regeln bei Berechnung steilerer Bögen noch anwendbar sind, und 
andererseits die tunlichst genaue Untersuchung solcher Bogenträger 
vorzunehmen. 

Der vierte das ebene Fachwerk behandelnde Abschnitt hat 
namentlich durch Aufnahme der graphischen Verfahren zur Be- 
stimmung der Stabspannkräfte und Formänderungen, sowie des 
Kapitels über kinematische Untersuchung von Fachwerken gegen- 
über dem entsprechenden Teile der ersten Auflage eine erhebliche 
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Erweiterung erfahren. Von einer Benutzung des Begriffes der 
sogen. lotrechten Geschwindigkeiten bei der kinematischen Unter- 
suchung ebener Fach werke ist abgesehen, die statischen Eigen- 
schaften derselben, insbesondere die kleine Beweglichkeit nicht steifer 
Fachwerke von 2 n — 3 Streben, vielmehr ausschliefslich mit Hülfe 
des Begriffes der augenblicklichen Drehpole zu erklären versucht, 
weil dieser und seine statische Bedeutung dem Verständnis und dem 
statischen Gefühl de3 Anfängers zugänglicher sind und sich auch 
in den Entwicklungen ungezwungener ergeben. 

Während im ersten Teile die Biegung gerader Stäbe aus- 
schliefslich mit Hülfe der Biegungslinie untersucht wurde, mufste 
hier die Verfolgung der Formänderung beliebiger einfach gekrümmter 
Stäbe und ebner Fachwerke mit auf der breitern Grundlage der 
Arbeitsgesetze geschehen. Besonderes Gewicht wurde bei Bear- 
beitung dieser Materie aber wieder darauf gelegt, dem Anfänger 
das Wesen des Kampfes zwischen den äufseren und inneren Kräften 
während der Formänderung, die statische Bedeutung des Begriffes 
der virtuellen, im Gleichgewicht der äufseren und inneren Kräfte 
entstehenden Formänderungsarbeit möglichst klar vor Augen zu 
führen. Daraus erklärt sich auch die für den eingeweihten Leser 
vielleicht etwas breite textliche Behandlung des Gegenstandes. 

Zum Schlufs will ich nicht unterlassen, den Herren Dipl.-Ing. 
Bohne, jetzt in Schanghai, und Begierungsbauführer W. Quantz 
für die freundlichst übernommene Nachprüfung der Bechnungs- 
ergebnisse und Unterstützung bei Ausführung der Korrekturen 
meine dankbare Anerkennung auszusprechen. 

Hannover, im Oktober 1907. 

L. Hotopp. 
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Dritter Abschnitt 



Elastizität und Festigkeit einfacli gekrtimm- 
ter Stäbe; ebene voUwandige Balken und 

Bogenträger. 



I. Allgemeines, äufseres Gleichgewicht; statisch be- 
stimmte und statisch unbestimmte Stützung. 

Im zweiten Abschnitt wurden die nnter der Wirkang äurserer 
Kräfte entstehenden Spannungen und Formänderungeu in stabförmig 
geraden Körpern untersucht Die gewonnenen Ergebnisse sollen 
nun fQr einfach, d. h. eben gekrümmte stabförmige Körper ver-- 
allgemeinert werden. Unter einem einfach gekrümmten Stabe 
wollen wir in folgendem einen Stab verstehen, dessen Mittellinie 
in spannungslosem Zustande eine ebene Kurve oder auch im Orenz- 
falle — Krümmungshalbmesser oo — eine gerade Linie bildet Auch 
werde angenommen, dafs die Ebene dieser Kurve, die Krümmungs*- 
ebene des Stabes, oder kurz Stabebene genannt, eine Symmetrieebene 
desselben sei und alle sich am Stabe das Gleichgewicht haltenden 
äufseren Kräfte in dieser Ebene liegen, die Kraftebene also mit der 
Stabebene zusammenfalle. Unter dieser Voraussetzung kann ange- 
nommen werden, dafs die Mittellinie des Stabes auch nach der durch 
den äufsern Kräfteangriff herbeigeführten elastischen Formänderung 
noch eine ebene Kurve von im allgemeinen geänderter Krümmung 
bildet Bei Anfitellung der Gleichgewichtsbedingungen ist es in 
den in der Anwendung meist vorkommenden Fällen zulässig, den 
Einflufs dieser und der etwa durch Temperaturänderung erzeugten 
Formänderungen auf die Bichtung und Lage der wirkenden Kräfte 
zu vernachlässigen und den Stab als starr anzusehen. 

Keck, Elutixit&tfllAhre. U. 1 
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2 Dritter Abschnitt. EUutizität u.- Festigkeit einfctch gekrümmter Stäbe. 

Wird ein derartiger, Ton änfseren Kräften (Lasten) ergriffener 
Stab in einer Geraden, senkrecht zu seiner Erfimmungs- bezw. 
Kraftebene drehbar fest gehalten, so entsteht ein sog. festes 
Stützgelenk (Fig. 1 u. la), dessen Drehangsachse jene Oerade ist 



Fig. 1. 



Fig. la. 





Geschieht die Befestigong so, 
dafs die Achse des Stütegelenks 
sich in einer zur Stabebene 
senkrechten Ebene parallel ver- 
schieben kann, so ergibt sich 
ein bewegliches (verschieb- 
bares) Stützgelenk (Fig. 2). 
Die in Fig. 2 and in folgenden 
darch eine Doppellinie bezeichnete Verschiebbarkeit des Lagerkörpers 
aaf seiner Stützebene ist so gedacht, dafs eine Trennung der aufeinander 
gleitenden Ebenen durch äufsere, etwa Fig. 2. Flg. 2 a. 

auf Trennung gerichtete Kräfte aus- 
geschlossen erscheint 

In den meisten Fällen der Anwen- 
dung wird die Terschiebbarkeit durch 
Einfügung zylindrischer Walzen herbei- 
geführt (Fig. 2 a) und die Anordnung so 
getroffen, dafs auf Trennung des Lagers 
von seiner Stützebene gerichtete Kräfte 
nicht auftreten. 

Wird der Stab in einer Ebene unverschiebbar festgehalten (Fig. 3), 
so nennt man eine derartige Befestigung eine feste Einspannung. 
Geschieht diese Einspannung derart, dafs der Stab sich in der 
Sichtung der Einspan- Flg. 3. Fig. 4. 

nungsebene verschieben 
kann, (in Fig. 4 ange- 
deutet durch eine Doppel- 
linie), so erhält man eine 
bewegliche (verschieb- 
bare) Einspannung. 

Durch ein festes 
Stützgelenk wird ein Punkt der Stabebene drehbar festgehalten, 
durch ein bewegliches Stützgelenk die Bewegung des Punktes auf 
eine Gerade beschränkt Durch eine feste Einspannung wird die 
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^tabebeoe in einer in ihr gelegenen Geraden un verschiebbar fest- 
gehalten, durch eine verschiebbare Einspannang die Bewegung dieser 
•Qeraden auf eine Verschiebung in ihrer Richtung beschränkt So 
i)etrachtet, kann man den einfach gekrümmten Stab bezügl. seines 
äufsern Gleichgewichtes als eine ebene Scheibe ansehen. 

Wird ein von unter sich nicht im Gleichgewicht befindlichen 
Kräften (Lasten) ergriffener Stab in einer oder mehreren der vor- 
bezeichneten Arten festgehalten — gestützt — , so haben diese 
^ Stützen ** gewisse, der Bewegung des Stabes widerstehende Kräfte, 
die sog. Stützkräfte, zu leisten. Bei den gemachten Voraussetzungen 
können diese nur in der Stabebene auftreten ; sie sind also wie Kräfte 
in einer Ebene durch drei Bestimmungsstücke, nämlich ihre Rich- 
tung, Lage und Gröfse als gegeben bezw. festgelegt anzusehen. 

Man erkennt leicht, dafs die an einem festen Stützgelenk 
tätige Stützkraft ihrer Lage nach — sie mufs durch die Stützachse 
gehen — stets bekannt ist, ihrer Richtung und Gröfse nach aber 
im allgemeinen unbekannt sein kann. 

Ein verschiebbares Stützgelenk kann, unter der Voraussetzung 
völlig reibungsloser Verschiebbarkeit, einen Stützwiderstand, eine Stütz- 
kraft nur in der Richtung senkrecht zu seiner Verschiebungsebene 
leisten ; die an ihm auftretende Stützkraft ist also stets nach Richtung 
und Lage bekannt und kann nur ihrer Gröfse nach unbekannt sein. 

Bei jeder festen Einspannung kann die auftretende Stützkraft 
im allgemeinen nach Richtung, Lage und Gröfse unbekannt sein; 
^ie kann je nach den sonst am Stabe tätigen Kräften in jedem 
Punkte der festgehaltenen Ebene, in jeder Richtung und, innerhalb 
der durch die Festigkeit des Stoffes bedingten Grenzen, in jeder 
Gröfse auftreten. Bei der reibungslos verschiebbaren Einspannung 
kann die Stützkraft nur senkrecht zur Einspannungsebene wirken, 
ist somit im allgemeinen nur nach Lage und Gröfse unbekannt. 

Für die Beurteilung des äufseren Gleichgewichts eines fest- 
gehaltenen und belasteten Stabes stehen zunächst nur die drei 
Gleichgewichtsbedingungen fdr Kräfte in einer Ebene (vergl. Keck, 
Mechanik I, 3. Aufl. S. 111), zur Verfügung. Läfst sich die zuerst 
auftretende Frage nach den bei gegebener Belastung tätigen Stütz- 
kräften lediglich mit Hilfe dieser drei statischen Gleichgewichts- 
bedingungen, bezw. der ihnen entsprechenden drei Gleichungen 
eindeutig beantworten, was immer möglich ist, wenn die Stützkräfte 
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iofgeiaiDt Dor drei Uobd^ote anfwaiseo, so nant mu dao Zuskaad 
dcf Stabes «statiseh bestimmt*. Beidiai jene drei Bedingageo 
zur BesümmuBg der Stfitzkrifte allein nicht ans, ist die ZaU der 
diese fesUegeoden Unbekannten gröber als drei, so sind weitere 
Bestimmnngsgleiebongen ans dem elastischen Verhalten des Stabes 
oder Balkens herzaldten; der Znstand desselben heilst in diesem 
Falle ^statisch nnbestimmf". Hiemach läfit sich im allge- 
meinen leicht beurteilen« welche Befestignngs- bezw. Lagemngsarten 
den statisch bestimmten und welche den statisch unbestimmten 
Znstand eines Stabes bedingen. 

Statisch bestimmt ist der Znstand des Stabes in folgenden 
Fällen: 

1. Es besteht ein festes nnd ein bewegliches Sttttzgelenk 
(Flg. 5). Die Stfltzkraft an ersterem weist zwei Unbekannte (Richtang 



Fig. 5. 




und Ororse), an letzterer 
eine (Oröfse) auf. Über- 
haupt sind drei Unbe- 
kannte vorhanden. Die 
Stfltzkräfte A und B er- 
geben sich aus der Mittel- 
kraft R der Lasten, wie 
in Fig. 6 angedeutet. Die 
Kichtungslinie von A ist 
bekannt; durch ihren 
Schnittpunkt E mit B 
mute auch B gerichtet 
sein. Danach lassen sich mit Hilfe 
des Eraftecks 1, 2, 3 die Stützkräfte 
A und B bestimmen. Sind R und A 
parallel, wie beim gewöhnlichen 
geraden Träger auf zwei Stützen mit 
lotrechten Lasten, so rückt E in 
unendliche Ferne und B wird auch 
lotrecht. 

2. Es ist ein verschiebbares 
Stützgelenk und eine verschiebbare 
Einspannung vorhanden (Fig. 6). Von der Stfltzkraft an ersterem ist 
nur die QrOlke, von derjenigen an letzterem sind Lage (Angrif&punkt) 



Fig. 6. 
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und Gröfse, im ganzen also drei Bestimmangsstücke unbekannt. 
Die Bestimmung der Stützkr&fte A und B ist aus Fig. 6 ersichtlich. 
Durch den Schnittpunkt E der bekannten Bichtungslinie von B 
mufs auch A gehen und aufserdem senkrecht zur Sttttzebene A1A2 
gerichtet sein. Je nach der Lage ihres Schnittpunktes A innerhalb 
der Stützebene verteilt sich der Stützwiderstand A über die Fläche 
Ai A2 (vergl. TeU I S. 225). 

3. Die Befestigung erfolgt mit drei verschiebbaren Stütz- 
gelenken (Fig. 7). An jedem derselben ist nur die Gröfse der 

Fig. 7. 




Stützkraft unbekannt, die Zahl der Unbekannten ist also wieder 
gleich drei. Hier ist zu beachten, dafs drei nach Bichtung und 
Lage gegebene Stützkräfte mit den bekannten Lasten, bezw. mit 
deren Mittelkraft 22 sich das Oleichgewicht zu halten haben. Soll 
daher in diesem ünterstfitzungsfalle ein statisch bestimmter Zustand 
des Stabes erreicht werden, so müssen die Auflager so angeordnet 
werden, dafs die zu den Stützebenen oder Auflagerbahnen senkrechten 
Bichtungslinien der Stützkräfte sich nicht in einem Punkte schneiden. 
(YergL Eeck, Mechanik I, dritte Aufl. S. 117.) 

Sind beispielsweise die Stützbahnen und damit auch die 
Bichtungslinien der Stützkräfte einander parallel (Schnitt in ihrem 
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unendlich fernen Punkte), so würde das Oleichgewicht bedingen, dafr 
auch die Mittelkraft aller Lasten den Stutzkräften parallel sei. Es 
handelt sich also in diesem Falle um das Gleichgewicht eines Systems^ 
von Parallelkräften. Für ein solches aber gelten bekanntlich nur 
zwei Gleichgewichtsbedingungen und zur Bestimmung der GrOfsen 
der drei Stützkräfte stehen somit nur zwei Gleichungen zur Ver- 
fügung, der Zustand des Stabes ist statisch unbestimmt. (VergL. 
Bd. I S. 126 unter e Ziffer 1). 

Bei den in Fig. 7 angenommenen, bezw. durch die Anordnung 
der Stützen gegebenen Eraftrichtungen gestaltet sich die Ermittelung 
der Stützkräfte wie in der Figur angedeutet. Die Mittelkräfte von 
A und B und von B und C müssen einander entgegengesetzt gleich 
sein und in dieselbe Gerade EF fallen. Dadurch ist die Zeichnung 
des Krafteckes 1, 2, 3, 4, in dem 24 || EF, 23 = J5, 34 = C und 
41 = -4 ist, ermöglicht. Die Stützkräfte A, B und C lassen sich 
auch leicht durch Rechnung bestimmen, indem man wechselweise 
die Momentengleichung in Bezug auf die Schnittpunkte der Bichtungs- 
linien je zweier Stützkräfte bildet. 

4. Die Unterstützung erfolgt durch Fig. 8. 

eine feste Einspannung (Fig. 8). Die 
einzige Stützkraft mufs der Mittelkraft 
R der Lasten entgegengesetzt gleich sein 
und ist dadurch bekannt 

Einem statisch unbestimmten Zu- 
stande des Stabes begegnen wir bei- 
spielsweise in folgenden ünterstützungs- 
f allen: 

Die Unterstützung erfolgt durch zwei feste Stützgelenke. 
Hierbei ist jede Stützkraft nach Richtung und Gröfse unbekannt; 
zur Bestimmung von vier Unbekannten sind aber nur drei Bestim- 
mungsgleichungen vorhanden; es fehlt also eine; der Zustand ist 
einfach statisch unbestimmt. 

Der Stab erhält — etwa an beiden Enden — zwei feste 
Einspannungen. Die beiden Stützkräfte sind je nach Sichtung, 
Lage und Gröfse unbekannt Es fehlen also zu ihrer Bestimmung 
2*3 — 3»3 Gleichungen, der Zustand des Stabes ist 3 fach statisch 
unbestimmt 




J. Ällgem., äußeres Gleichgewicht, stat. best. u. stat. unbest. Stützung. 7 

Die Unterstützung geschieht durch n Stützgelenke, wovon 
eins fest und n — 1 verschiebbar (Fig. 9). Von den n Stützkräften 
ist eine nach Sichtung und Grdfse, n — 1 nur nach ihrer Gröfse 

Fig. 9. 




unbekannt; es sind also 2 + n — l»n + l unbekannte und zu deren 
Bestimmungen nur drei Gleichungen vorhanden; es fehlen somit 
w + 1 — 3 = n—2 Gleichungen ; der Zustand des Stabes ist (n — 2) fach 
statisch unbestimmt ü.s.w. 

Jeder Stab mit r-fach statisch unbestimmter Unterstützung 
läfst sich durch Einfügung von r reibungslosen Gelenken derart, 
dafs er dadurch in r + 1 gelenkartig miteinander verbundenem Teile 
zerfällt, stets in einen statisch bestimmten Zustand überführen. 
Denn das Gleichgewicht verlangt, dafs in Bezug auf die Achse eines 
jeden Gelenkes die Summe der Momente aller links oder rechts 
desselben angreifenden Kräfte gleich Null sei, weil die Gelenk- 
querschnitte Drehungs- oder Biegungswiderstand nicht leisten, sondern 
nur Querkräfte übertragen können. Dadurch werden die fehlenden 
r Gleichungen zur Bestimmung der das äufsere Gleichgewicht her- 
stellenden Stützkräfte gewonnen. Die in den Gelenken zusammen- 
tretenden Teile stützen sich hier gegenseitig, üben Stütz- oder 
Querkräfte aufeinander aus. um diesen Zweck zu erfüllen, bedarf 
es nicht immer der Ausbildung wirklicher Gelenke, sondern es genügt 
meist eine solche Verbindung der Stabteile, dafs an der Verbindungs- 
stelle der Übergang von Momenten ausgeschlossen, derjenige von 
Querkräften aber gesichert ist. Letzteres Erfordernis, die sichere 
gegenseitige Unterstützung der einzelnen Stabteile bedingt, wie leicht 

ersichtlich, dafs zwischen je zwei Auflagern nicht mehr .als zwei 

• 

Gelenke angeordnet werden dürfen. 

Die wichtigste Anwendungsform einfach gekrümmter oder (im 
Grenzfalle ^ = oo) gerader Stäbe im mechanisch -statischen Sinne 
stellen die vollwandigen Balken oder Bogenträger dar, deren Lagerung 
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bezw. ünterstfitziing eine statisch bestimmte oder unbestimmte sein 
kann. Wird ihr statisch bestimmter Zustand durch EinfÜgimg Yon 

Flg. 10. 




Zwischengelenken herbeigefahrt, so nennt man sie Gelenkbalken oder 
Gelenkträger. (VergL Fig. 10.) 

iL Formänderungsarbeit, Arbeitsgesetze. 

a) Formändenuigsarbeit im aUgemeinen. 

Zar Beurteilung des Sulseren Gleichgewichts gerader prisma- 
tischer Stabe oder Balken mit statisch unbestimmter ünterstütEung» 
insbesondere zur Ermittelung der das äußere Gleichgewicht gegen- 
über den wirkenden Lasten herstellenden Stützkräfte wurde im ersten 
Abschnitt bereits das elastische Verhalten, die Formänderung bezw. 
Biegung der Balken benutzt Durch Einführung des B^iffes der 
Formänderungsarbeit lassen sich allgemeinere und in ihrer Hand- 
habung yielfach bequemere Regeln zur Lösung vorbezeichneter Auf- 
gabe auch für einfach gekrümmte Stäbe oder Balken gewinnen. 

Denkt man sich einen beliebigen elastisch festen Körper von 
äufseren unter sich im Gleichgewicht befindlichen Kräften ergriffen, 
etwa einen festgehaltenen oder gestützten Stab oder Balken von 
den Lasten und Stützkräften, so ändert derselbe seine Form so lange, 
bis auch zwischen den mit der Formänderung im Körper wach- 
gerufenen und sich ihr widersetzenden inneren Spannkräften und den 
äufseren Kräften Gleichgewicht eingetreten ist 

Während der Formänderung legen die äufseren Kräfte in ihrer 
Bichtung mit den von ihnen ergriffenen Teilen des Körpers gewisse 
Wege zurück, verrichten also eine im allgemeinen positive Arbeit 
Die inneren Spannkräfte folgen den sich bewegenden Körperteilen, 
suchen deren Bewegung zu hindern und verrichten dabei Negativ- 
arbeit. In dem Augenblicke, wo das Gleichgewicht zwischen den 
äufseren und inneren Kräften eingetreten ist, sind die in einem 
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Zeitteilchen dt entstehende Positiv- und Negativarbeit einander 
gleich und heben sich also auf. Denkt man sich die äufseren Kräfte 
von Null an allmählich so angewachsen, dafs in jedem Augenblicke 
Gleichgewicht zwischen ihnen und den inneren Spannkräften besteht, 
so sind fortlaufend Positiv- und Negativarbeit einander gleich und 
also die Gesamtarbeit gleich Null. Läfst man ebenso allmählich 
die äufseren Kräfte wieder bis auf Null abnehmen, so verschwinden 
auch die inneren Kräfte wieder und der Körper kehrt, völlige 
Elastizität vorausgesetzt, wieder in seine ursprüngliche Form zurück. 
Dabei leisten jetzt die inneren Kräfte, welche die rückkehrende 
Bewegung hervorrufen, Positivarbeit und die äufseren, welche sich 
ihr widersetzen, Negativarbeit, welche beide einander gleich und 
also in ihrer Gesamtheit ebenfalls gleich Null sind. 

Greifen die äufseren Kräfte den Körper gleich in ihrer vollen QrÖfse an 
und behalten diese unverändert bei, so fiberwiegt ihre Positiyarbeit die Negativ- 
arbeit der erst allmählich anwachsenden inneren Kräfte so lange, his Gleich- 
gewicht zwischen beiden eingetreten ist. Mit dem bis dahin entstehenden 
Uberschnfs an Positivarheit geht eine Beschleunigung der bewegten Körper- 
massen und eine Ansammlung von ArheitsvermOgen innerhalh derselben einher, 
unter dessen Wirkung die formändemde Bewegung sich so lange furtsetzt, 
his die nun Überschiefsende Negativarbeit der weiter anwachsenden inneren 
Spannkräfte das Arbeitsvermögen verzehrt hat und Buhe eingetreten ist. 

Dabei haben die auf Rückkehr des Körpers in seine ursprüngliche Form 
gerichteten inneren Kräfte den äufseren gegenüber das Übergewicht gewonnen 
und führen nun, positiv arbeitend, eine beschleunigte Bückwärtsbewegung . in 
die ursprüngliche Form herbei. 

Bleiben die äufseren Kräfte nach wie vor in gleicher Gröfse tätig, so 
wiederholt sich, die Bewegung und es entstehen sog. Schwingungen. 

Ahnliches geht vor sich, wenn man die allmählich gesteigerten äufseren 
Kräfte plötzlich beseitigt. Derartige plötzlich entstehende und ver- 
schwindende Lastangriffe kommen in Wirklichkeit vielfach vor and führen 
dann, wie man schon aus obigen allgemeinen Darlegungen ersieht, zu erheblich 
grölseren Spannungen, als sie dem allmählichen Angriff bezw. der ruhenden 
Last entsprechen. (Vergl. Teil I, S. 2.) 

Die nach obigem durch die Formänderung bedingte Arbeit der 
äufseren und inneren Kräfte nennt man äufsere und innere 
Formänderungsarbeit. Wir wollen dieselbe in folgendem mit 
Ha und % bezeichnen. 

Wirken gleichzeitig mehrere Kräfte auf einen etwa festge- 
haltenen Körper, so erzeugt jede für sich allein eine gewisse Form- 
änderung und leistet dabei eine bestimmte äufsere Formänderungs- 
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arbdt, die, ein aUmähliehes Anwachsen der Enft Toransgesetzt, 
gleich der ihr entsprechenden inneren Formändeningsarbeit ist 
Gleichzeitig aber leistet sie infolge der dorch die anderen änlseren 
Kräfte hervorgebrachten Formändernng, also aas einer Yon ihr un- 
abhängigen Bewegangsnrsache ihres Angrifiponktes eine weitere 
Arbeit, die, wenn es sich lediglich am eine aas der elastischen 
Fonnänderang des Körpers herrührende Bewegung bandelt, ihrem 
Wesen nach aach eine äafsere Formänderangsarbeit desselben ist 
Diese Arbeit der Kraft würde indels dieselbe sein, wenn die 
gleiche Bewegung ihres Angrifi^unktes durch irgend eine andere 
Ursache, etwa dorch eine Verschiebung des ganzen Körpers ver- 
anlafst worden wäre. Wir wollen sie daher im folgenden Yer- 
Schiebungsarbeit nennen und je nachdem es sich um die Arbeit der 
äufseren oder inneren Kräfte handelt, mit %a oder VI bezeichnen. 
Derartige Verschiebungen kommen z. B. immer vor, wenn der stab- 
förmige Körper als Glied einer elastischen Gelenkstangenverbindung 
f&r sich allein nicht absolut, d. h. statisch bestimmt festgehalten ist 

Das Merkmal reiner Yerschiebungsarbeit einer äufseren Kraft 
in Bezug auf einen Körper ist danach eine von der Kraft selbst 
völlig unabhängige Bewegungsursacbe ihres Angriffspunktes. Sie 
kann, aber braucht nicht immer gleichzeitig Formänderungsarbeit 
des Körpers selbst zu sein, sondern aus der Formänderung etwa 
mit ihm verbundener elastischer Körper oder aus anderen Ursachen 
herrühren. 

Im folgenden möge ferner angenommen werden, dafs die Kraft 
während einer von ihr geleisteten Verschiebungsarbeit ihre Gröfse 
nicht ändere, was z. B. immer dann zutrifft, wenn die von ihr 
selbst unter allmählichem Anwachsen erzeugte Formänderung beim 
Angriff anderer Kräfte bezw. Eintritt anderer Formänderungs- oder 
Verschiebungsursachen bereits beendet ist 

Wird beispielsweise ein gerader Stab von einer auf seine Ver- 
längerung gerichteten Längskraft ergriffen, so leistet diese während 
ihres allmählichen Anwachsens infolge der elastischen Verlängerung 
des Stabes wirkliche positive und die mit ihr im stetigen Gleich- 
gewicht befindlichen inneren Spannkräfte wirkliche negative Form« 
änderungsarbeit von gleicher Gröfse. Erfährt der Stab, nachdem 
die Längskraft ihren Gröfstwert erreicht hat, etwa infolge Er- 
wärmung eine weitere Verlängerung, so leistet die äufsere Längs- 
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kraft dabei positive, die inneren Spannkräfte negative Yerschiebongs- 
arbeii 

Folgt das Material des Stabes dem Hook ersehen Gesetz, 
d. h. wachsen die inneren Spannkräfte und mit diesen stets im 
Gleichgewicht stehend die äufsere Längskraft in linearem Verhältnis 
mit der Yerlängerang, so ist, wie man schon hier allgemein er- 
kennt, weiter unten aber noch des näheren nachgewiesen werden 
wird, die wirkliche Formänderungsarbeit der allmählich an- 
wachsenden äufseren und inneren Kräfte halb so grofs, als wenn 
beide bereits zu Anfang und während der Entstehung der Verlängerung 
mit ihren Endwerten gewirkt hätten, d. h. halb so grofs als die der 
gleichen Verlängerung entsprechende Verschiebungsarbeit. 

Was hier von dem Sonderfall einer einfachen Verlängerung 
gesagt ist, gilt ersichtlich auch für eine beliebige Formänderung, 
vorausgesetzt, dafs die äufseren und inneren Kräfte dauernd mit- 
einander im Gleichgewicht und beide verhältnisgleich der Form- 
änderung sind. 

Ist danach eine der Arbeit %j ^a* ^< und ^a bekannt, so 

21" 31? 

sind es auch die anderen. Es ist 91« = — 21,- = -7^ = ^ . 

^ 2 2 

Greifen die äufseren Kräfte gleich zu Anfang der Formänderung 
mit von Null verschiedenen Gröfsen an, während die inneren erst 
von Null aus entstehen, so dafs während der die Formänderung 
herbeiführenden Bewegung kein Gleichgewicht zwischen beiden be- 
steht, die ersteren vielmehr das Übergewicht haben, so ist die von 
ihnen geleistete Arbeit 21« gröfser als diejenige % der inneren 
Kräfte und der Überschufs jener Arbeit über diese erzeugt in den. 
Massenteilen des Körpers beschleunigte Bewegung, ausgedrückt 
durch die Gleichung 

umgekehrt kann aus der Gleichheit der äufseren und inneren 
Formänderungsarbeit, sei es fortlaufend oder in irgend einem Augen- 
blick auf das Gleichgewicht der äufseren und inneren Kräfte ge- 
schlossen werden, entsprechend der Gleichung 

2la— 2l< = 0. 

Diese letztere Gleichung wird vielfach mit Vorteil, zur Be* 
rechnung von Formänderungen, benutzt. 



ni'V^ 
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b) Onuidref^elii rar Bereetamuis der Fennbderugs- und Yer- 
seUebungsarbeit für die wiehtigsteii Angriflsarten iuAerer Krifte. 

1. Fttr eine Längskrafi 

Ein zunächst gerade und prismatisch angenommener Stab tob 
der L&nge l und dem Querschnitt F werde in seiner Achse von 
einer, von Null aus allmählich anwachsenden Längskraft K ergriffen, 
80 dafs zwischen ihr und den inneren Spannkräften a-F iß jedem 
Querschnitt stets Gleichgewicht besteht 

In irgend einem Augenblick sei x die eingetretene Längen- 
änderung, öj, die herrschende Spannung und £*« die Gröfse der 
äufseren Längskraft. Dann ist 

1) F'ö.^K,. 

Während der weiteren Längenänderung dx entsteht die innere 
n^tive Formänderungsarbeit 

2) d%=^—dx'F'ö, 
und die gleich grofse äufsere positive 

2a) d^a^dX'K^. 

Nach Band I Seite 50 ist 

3) a? = ^«Z, also dÄ? = — |r- 

F» l 

und damit d%^ ^'<^x'do,. Während die Spannung Ton 

JLJ 

bis ö wächst, entsteht also die innere Formänderungsarbeit 

4) 3i,==__.J^a,.d^. = — 2^. 

wofür man, da F-l gleich dem Stabvolumen v ist, auch schreiben kann 

4a) *^""'2^* 

Nach Gleichung 1 und 3 ist auch 

5) ^^Ye' ^^^^ ^^'^fe'^^' 
und somit nach Gleichung 2 a 
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Während die äufsere Kraft von Null bis K wächst, entsteht 
demnach die äufsere Formänderungsarbeit 



6) 



««= 



J'JB 






Ist ö der durch die Kraft K hervorgerufene GrGfstwert der 
Längenänderung o?, so ist nach Gleichung 5 mit K^^K 

Kl 



Al^ 



6a) 



««- 



FE' 

K'ö 



also nach Gl. 6 auch 



Die Ausdrucke fSr % nnd 91« (Gl. 4 u. 6) lassen sich ohne 
weiteres aus der Fig. 1 1 entnehmen. Dreieck ahc stellt die äufsere 
und ai &i Ci die innere Formänderungsarbeit dar. Wird nun, nach- 
dem die Kraft iT« ihren Gröfstwert K erreicht hat und in dieser 
Gröfse wirksam bleibt, durch irgend eine andere Ursache, etwa 
durch eine zweite Längskraft K^^ durch Wärmedehnung oder durch 
Nachgiebigkeit der Befestigung in A eine Verschiebung d^ ihres 
Angriffspunktes B^ herbeigeführt, so leistet sie eine äufsere Ver- 
schiebungsarbeit von der Gröfse 

7) 9i: = ir.d,, 

geometrisch ausgedrückt durch das Bechteck hcde Fig. 11. 

Fig. 11. 



f^— 5--4e8r^ 



A 



l 




Ist öl eine elastische Längenänderung des Stabes durch eine 
zweite Längskraft Ki herbeigeführt, so hat man mit Oi^-^ 

d. 8= ~ (Z + d) = ^ L, (Z + d) , wofür, da b gegen l sehr klein ist, 

Fj F • Fj 

genau genug gesetzt werden kann \ = ^ • 
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Damit schreibt sich OL 7 anch 



78) 

7b) 



^^ ^F^M - Wird JT, = JT, 80 ist 



«:=^^' 



FE' 

Die Verschiebungsarbeit einer Kraft ist daher doppelt so grofs 
als die FormäDderungsarbeit, welche durch die von der Kraft selbst 
henrorgernfeDe Formänderang entsteht and welche hinfort als „wirk- 
liche Formänderangsarbeit'' der Kraft bezeichnet werden mOge. 

Mit Jr= CT. F und K^ = ö^F erhalt man aus 61. 7a 



8) 



«^ = *^ — = — aöi-^. 



In der Form der Gl. 8 verdient die Arbeit die Bezeichnung 
innere Verschiebungsarbeit. Hit o^^a wird 

Ö2-F 



8a) 



«r = - 



E 



2. Für ein Biegungsmoment. 

Ein von zwei parallelen Querschnitten im Abstände e^o? be- 
grenztes Stabelement nimmt unter der Wirkung eines Momentes M 
abgestumpfte Keilform an (yergl. Fig. 12 und Bd. I S. 81). Ein 

Fig. 12. 




Teilchen von der Höhe dz der Breite uf, also dem Volumen dx'dz'W 
im Abstände z von der Nullinie leistet beim Eintreten der dort 
herrschenden Spannung ö nach 61. 4 S. 12 eine innere Formänderung 

(niittl. Kraft) (Arbeitsweg) 

^. , ^«^ W'dZ'O dX'O 
1) dd% = 2 ^. 
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Mit <T = (T, — and durch Int^ration folgt 
«1 

worin (7^ die Bandspannung und J das Trägheitsmoment des Quer- 
schnitts bezeichnet. Für die ganze Stablänge erhält man 

Da öl = — =-^ , so erhält man aus Gl. 3 die Pormänderungs- 
arbeit, ausgedrückt durch das Moment M der äufseren Kräfte zu 

Nach Bd. I S. 114 ist der Winkel da, welchen die das Stab- 
element von der Länge dx begrenzenden, vor der Biegung parallelen 
Schnittebenen nach Eintritt derselben miteinander einschliefsen 



worin — als mittlere 



d a = . Damit schreibt sich Gl. 4 

J JIj 

4a) g«=J 2 ' 

arbeitende Kraft und da als Arbeitsweg derselben anzusehen ist 

Erfahren die Stabteile, nachdem ihre elastischen Dehnungen 
mit den durch das Moment M hervorgerufenen Spannungen ö in 
voller Gröfse eingetreten sind, durch eine andere Ursache, etwa ein 
hinzutretendes zweites Moment M' noch eine weitere Dehnung, so 
leisten dabei die schon vorhandenen Spannkräfte wdz'C (Gl. 1) 
eine Verschiebungsarbeit von der Gröfse 

(Kntft) (Weg) 

dd2li = — W'dz'ö'-=^'dx^ 

Sit 

worin & dem Moment M entspricht Mit c = --*— und ö' = -^-—^ 
erhält man durch doppelte Integration 



'-*2 
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Da Iw^^t^zsJanddieBandspannongen <Tj = — — A,<j/= — ^, 
80 drfickt sich die än&ere Yerschiebangsarbeit des Moment Jf aas als 



öa) 



5 b) 



uC 



C' M'dx 

^0 



j ., M 'dx - , 
oder mit _ _ = d a' 



3. Für eine Querkraft 
Bei FormänderuDg durch eine Qaerkraft leistet diese selbst 
positive äufsere, der sich der elastischen Gleitang widersetzende 
innere Scher- oder Gleitwiderstand T, die Mittelkraft aller Scher- 
Spannkräfte xdF^ negative innere Formänderangsarbeit. Wir be- 
trachten wieder ein durch Parallelschnitte im Abstände dx begrenztes 
Stabelement Ein Stabteilchen (Schicht) von der Höhe dz^ der 
Länge dx und der Breite w im Abstände z von der zur Querkraft 
senkrechten Schwerachse (F- Achse) werde allmählich um einen 
Winkel y verschoben (vergl. Fig. 13). Dabei durchläuft der an 

Fig. 13. 
(a) (b) (c) 

äx — >| 




demselben in einer Schnittebene tätige, von Null anwachsende Schub- 
widerstand TdF^^r^wdz einen Weg d^cy, Verhältnisgleich- 
heit zwischen Schubspannungen und Gleitungen vorausgesetzt, ist 
die dabei geleistete innere Widerstandsarbeit 

(inittl.Knft) (Weg) 

1) dd2l<=» ^ dx-y. 
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Nach Bd. I S. 70 Ol. 2 ist ;« = :^ , mit (7 als Gleiteiffer 

Cr 

daher and nach Gl. 1 durch Integration auch 

Drücken wir nach Bd. I S. 181 Ql. 4 die Scherspannongr ^ 

durch die sie erzeugende Querkraft aus, indem wir setzen r = ^^— ^ , 

worin 5« das statische Moment der in Fig. 13 b schraffierten Quer- 
schnittsfiäche in Bezug auf die Schwerachse y ist» so folgt 

In dem ersten nur von der Form und Gröfse des Querschnittes 
abhängigen Integralwert (OL 3) ist das Flächenmoment 8, ab 
Fläche X Länge eine Länge dritter Potenz, der Zähler dz '8^ also 
eine solche 3«2 + l = 7**' und der Nenner wJ^ von l + 2-4='9*«' 
Potenz. - Man kann den Bruch also als eine reziproke Fläche an- 



aben l i^ = ir"^> 

1 W'J k'F 



sehen und schreiben \ ;^ = i — 77, worin F die Querschnitts- 

fläche und k einen von ihrer Form abhängigen Festwert bezeichnet 

Zur Ermittelung von k denken wir uns den Ausdruck — ^ fär die 

einzelnen Abstände z ausgerechnet und als Ordinaten von einer 
Geraden aus aufgetragen (Fig. 13 c). Die von der entstehenden 
Kurve umschlossene Fläche F' ist dann gleich jenem Integralwert. 

also k = -=-T==7 . Damit nimmt GL 3 die 




kF' F-r* 



4) 21. 



K*ok, EliatUittUldir*. IL 



~\2kF'G' 
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bt % teMittdwert d« allmihlieh tod bis Q aowidisandao 
Qocrkrafti \ ihr ArbeitBwag, so ist andi 

Er&liren die Stabteile, nachdem ihre elastisdie Gleitong mit 
den dnrdi die Qnerkraft Q mid in stetem Gleichgewicht mit ihr 
herrorgerafeDOi Scherspannangen in ToDer Qrö&e eingetreten ist, 
durch irgend eine andere Ursache, etwa eine zweite hinsatretende 
Qnerkraft Q' noch eine weitere Yerschiebang, so leisten dabei die 
schon vorhandenen Spannkräfte xdF noch eine VerBchiebnngsarbeit 

Ist r' die Q' entsprechende Scherspannnng nnd ;^' => -^ die ngdiOrige 

- -^ W«f ^ 

"" x'dx 
Gleitnng, so wird ddVi = — x^w-dz- , also 

6) % \ U-d..d^.Tr- 

and weiterhin mit t = — — ^ und t' = ^ — =? 



-•» 



Ist d^' die durch Q' herbeigeJfBhrte Verschiebung des Angriffs- 
punktes von Q, so hat man auch 

8) C = e-d,'. 

4 Für beliebige äufsere Kräfte in der Ebene des 

Stabes. 

Die äufseren Kräfte halten sich am Stabe das Gleichgewicht 
und die Mittelkraft B der Kräfte links oder rechts von der Schnitt- 
ebene schliefse mit dieser einen beliebigen Winkel ein. Wir setzen 
den Stab gerade oder yerhältnismäfsig schwach gekrümmt voraus 
und denken uns die Mittelkraft R durch eine zentrische Normal- 
kraft i\r, ein Moment M und eine Querkraft Q, ersetzt (Fig. 14). 
Dann läfst sich, wie später nachgewiesen werden wird, mit hin- 
reichender Genauigkeit die in einer Entfernung z von der zur 
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Stabebene senkrechten Schwerachse y des Querschnittes in diesem 
auftretende Nonnalspannung nach Bd. I S. 227 ausdrücken durch 
•die Gleichung 

Die derselben ent- 
sprechende innere 

Formänderungsarbeit 

für ein Stabelement 

Ton der Länge ds^ 
gemessen in der 

Stabachse, ist nach 

Gl. 4 S. 12 

d^'dF'ds 




2jB 



— «- 



und diejenige der Scherspannungen nach 61. 2 S. 17, 

wdz 



wenn man dx mit ds vertauscht, — 
also für das Stabelement 



2G 



T^'ds. Im ganzen ist 



1) 



jw \(fl'dF*ds [wdz'T^'ds 



Ersetzt man die Spannungen durch die sie erzengenden äniseren 
Kräfte und beachtet, dafs SdF-z = 0, /dJ"-*'«« J, so folgt 

N^ds . CM^da 



2) 



31, 



*• [}2Fi: 



+ 



J2JE 



+ 



J2fc-F-öJ 



Um die Form&nderungsarbeit der äniseren Kräfte in der Form 
Kraft X W^ hervortreten zn lassen, berficksichtigen wir, dafs 

= A da gleich dem Arbeitswege der Kraft N, 



= Ad<p gleich dem Arbeits wege des Momentes M (vergL 

S. 15), endlich 
= döq gleich dem Arbeitswege der Querkraft Q, und erhalten 



FE 


JU'da 


JE 


Q'da 



k-F-G 



3) 



9l„^^r?^^- 




Jdq> 



+ 



[ Qdd, 

eJo 
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Da die am Stabende wirkenden änlseren statischen Grö&eir 
Nf M md Q der Mittelkraft B und diese ihren SeitenkrUteir l 

P^^ P2...Pn mechanisch völlig gleichwertig sind, so kann man %^ 
auch als Arbeit dieser Kräfte ansehen. Bezeichnet man demnach 
den Arbeitsweg von B mit d,, TOn Pj mit dj, — von P» mit d^r 
so erhfllt man 

4) ^.==^.^=^^^+^^^+(%^. 

e/o ' e/o c/o 

Die entsprechenden Verschiebnngsarbeiten sind 
5) 2i:=-?n=23l« = -2?l,=2:P,d„= {N'Ad8+ {M'Adip+ Ü^dd^. 

Jo Jo Jo 

c) Arbeitsgesetze in der Elastiaitätslehre. 

unter b wurde nachgewiesen, dafs änfsere Kräfte, wenn sie 
auf einen elastischen Körper während einer Formänderung desselben 
mit gleichbleibender Gröfse einwirken, eine Verschiebnngsarbeit 
leisten von der Gröfse 

1) K = £Pn'd^'=S^'^d8 + SM'dd(p + SQ'dd^f 

worin d„, bezw. Ads^ Adq> und ddg die Wege bedeuten, welche 
die änlseren Kräfte P», bezw. die ihnen in Bezug auf die einzelnen 
Stabquerscbnitte gleichwertigen Kräfte N^ M und Q, in ihren 
Bichtungen während der Formänderung zurflcklegen. Diese Wege 
können unabhängig von den Kräften, müssen aber in stetem Gleich- 
gewicht zwischen den äufseren und inneren Kräften mögliche, 
„virtuelle** Wege oder Verrückungen der AngrifiGspunkte jener Kräfte 
sein. Die auf der rechten Seite der Gleichung vorkommenden 
Gröfsen i\r, M und Q können, in umgekehrter BichtuDg genommen, 
auch als Ausdruck der in den einzelnen Stabquerschnitten unter der 
Wirkung der äufieren Kräfte P» auftretenden inneren Spannkräfte, 
bezw. diesen gleichwertig angesehen werden. Die Summe der drei 
Integrale stellt daher, negativ genommen, auch die Verschiebungs- 
arbeit der inneren Kräfte dar. 

Nimmt man nun zunächst die Verrückungen d«, Ada^ Adq> 
und dög als von den Kräften selbst unabhängige bestimmte Arbeits- 
wege dieser letzteren an, so stellt Gl. 1 lediglich eine Abhängig- 
keit zwischen den Kräften P, , P^ . , . Pn einerseits und iV, M 
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find Q andererseits dar. Läfst man daher eine der äafseren 
Kräfte, z. B. P« sich um dPn ändern, während die anderen konstant 
Ueiben, so erfahren anch N^ M and Q gewisse Änderungen dN^ 
3M und ^Q. Man erhält durch partielle Differentiation der 61. 1 
nach P« und Lösung f&r b^ 

Legt man jetzt den Verrfickungen d^, Ads^ Adq> und dö] 
tmter allen möglichen diejenigen Werte bei, welche der elastischen 
!Formänderung durch die wirkenden äufseren Kräfte entsprechen, 
-d. h. denkt man sich Ada lediglich durch N^ Adq> durch M und 

>dö^ durch ö entstanden, so wird 4d«=»-=r«rf« = -— — =-• 

Jdq>= * ^ und dd„ = /^ ' _. (vergl. S. 19) und man erhält 
^ JE * fcP-ö ^ ^ ' 

^ " J dPn'EF ^J dPnJE ^]dPn'kFG' 

Beachtet man endlich, dafs dN^N---^-^, dM'M-=^^ 

«nd dQ.'Q'^ — ^ , 80 l&fät sich Ol. 2 auch schreiben 

r C iV»-d< (" if^d* C <2»dg 1 

-3) K jp^ 

Der Klammerwert im Zähler des Bruches der Ol. 3 drückt 
nach Ol. 2 S. 19 die wirkliche dem äufseren Kräfteangriff ent- 
sprechende Formänderungsarbeit aus, und zwar negativ genommen 
•die innere, positiv genommen die äufsere. Es mOge hier indes von 
«einer Unterscheidung beider abgesehen und der Klammerwert mit 
'% bezeichnet werden. Man erhält dann 

4. h. in Worten: „Wird ein in statisch bestimmter Weise 
spannungslos festgehaltener Körper von beliebigen 
äufseren Kräften ergriffen, so ist die elastische Ver- 
schiebung des Angriffspunktes irgend einer der aufse- 
hen Kräfte unter der Voraussetzung gleichbleibender 
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Temperatur gleieh der ersten Abgeleiteten der wirk- 
liehen Formftndernngsarbeit nach der betr. Kraft**.- 
Der hier a'negesprodiene Satz ist von Costigliano zaerst nachgewiesen 
und wird nach ihm benannt. 

Handelt, es sich am die elastische Drehnng da einer Schnitt- 
ebene, in welcher ein Moment Jf„ wirkt, so kann man dieses als 

durch ein ErSftepaar P» am Hebelsarm r» entstanden ansehen.. 

Äf 
Es ist dann P.«— !! und der Arbeitsweg von Pn ist d««rn/la.. 

Damit nimmt Ol. n die Form an 

") ^"wk- 

Mit Hfllfe der Gl. I n. I a läfst sich die elastische Bewegung 
irgend eines Punktes, oder einer Schnittebene des Stabes berechnen. 
Greift in denselben zufällig eine Kraft P» oder ein Moment Mn. 
nicht an, so nimmt man den augenblicklichen Wert dieser ver- 
änderlich gedachten Gröfsen im Ausdruck f&r % gleich Null oder 
durch Null gebend an. 

Wird der bereits in statisch bestimmter Weise unterstützte Stab- 
oder Balken noch weiter festgehalten, so wird sein äu&erer Gleich- 
gewichtszustand statisch unbestimmt, und die an den weiter fest- 
gehaltenen Stellen auftretenden Stfltzkrftfte und Stützmomente sind 
als statisch unbestimmte Gröisen anzusehen. Für sie gilt indes, 
wie für alle äufseren Kräfte, die Gl. I. Buht ihr Angriffspunkt 
oder ihre Angriffsebene während der Formänderung, d. h., ist die 
Stützung in ihnen eine starre, so ist für sie d„ «= bezw. Aa = 0* 
und man erhält aus Gleichung I 

d. h. in Worten: „Die Abgeleitete der Formänderungs— 
arbeit nach einem statisch unbestimmten Stützwider- 
stande ist gleich Null''. Gl. n läfst sich auch dahin deuten,, 
dafs JT in dem allgemeinen Ausdrucke für die Formänderungs- 
arbeit denjenigen Wert hat, für welchen die Arbeit ein Gröfst- 
oder Kleinstwert wird. Hier kann nur der letztere in Frage- 
kommen, weil 31 ohne Bücksicht auf die Festigkeit des Stoffes- 
einen endlichen Größtwert nicht haben kann, vielmehr mit JT ins- 
Unendliche wachsen würde, üebrigens ist auch leicht ersichtlich,. 
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dafs ^~^ = ;^~iF °^ positiv sein kann, wodurch gleichfalls der 
Kleinstwert von % angezeigt wird. 

61. n wird vielfach mit Vorteil zur Bestimmung statisch un- 
bestimmter Stützwiderstände benutzt. 



Anwendungen. 

Beispiel 1 : Ein einseitig eingespannter Stab ist beliebig lotrecht belastet 
Die Verrücknng f seines Endpunktes B gegen die Tangente in A soll berechnet 

werden (Fig. 15). Nach Gl. I ist f^-r^i unter P eine in B angreifende 
Einzellast verstanden. Nach GL 2 S. 19 ist 



^ J 2JJE '^j2kF*G" 



Sowohl das Moment Jtf als die Qnerkraffc Q haben 
wir uns aus zwei Teilen bestehend zu denken, yon 
denen indes nur einer Ton P abh&ngt, der andere 
Mo bezw. Qo aber yon P unabhängig ist; beide 
sind also hier Pestwerte. Mit M= Mq-{'P'X und Q^Q^-^P erhalten wir 




^ rffi+P^.^j-, 



\Qo+P)'dx) 



2kFG 

und daraus nach Gl. I durch Differentiation nach P 

<?gC< _ C(Mo'^P-x)xdx C(Qo^P)dx _ CM-xdx CQdx 
^'^dP'^J JE "^J kFG . "^J JE '^JkFG' 

LäTst man die Mitwirkung der Querkraft aufser acht, so erhält man 

i ^^xdx 
f=\ — jjp » wie Bd. I S. 114 Gl. 2 bereits nachgewiesen. 

Ist die Belastung des Stabes eine gleichmäfsig verteilte p für die 

Längeneinheit, der Querschnitt desselben ein Rechteck von gleichbleibenden 

Abmessungen 6X^9 also 

h 



J= 



^^' ^A 1 r^^_l 9 %2 — 4i5«)>d« 6 



1 CS.^dz l 9 



12 kF J b-J^ 14 6.Ä« ~"5&ä' 

a 

80 erhält man mit M=S^ nnd Q=px, /'=(i^^+ f^^. Setzt 
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man & = 0,4 J& iind fiUirt die Integration ans, so ergibt aidi 






2 bh^E 



Der zweite Summand in der Klammer diüekt den Anteil der Qaerkraft ans. Für 

die in der Anwendung meist vorkommenden Verhältnisse -r- ist er yerscliwindend 
klein gegen den der Biegung entsprechenden ersten TeiL Beispielsweise würde 

iür -£- = 8 der AnteU der Qnerkraft ^r ftr -.-= 10 V^^ ausmachen. 

Gröüier als bei dem hier als Querschnitt angenommenen ToUen Rechteck 
f&llt der Anteil der Querkraft an der Formänderung bei den sogenannten 
ausgesparten Querschnitten z. B. beim X- Querschnitt aus. Wie Bd. I S. 186 
naehgewiesen, kann bei diesem Querschnitt mit hinreichender Genauigkeit 
angenommen werden, dafs der Schubwiderstand nur von dem Steg geleistet 
wird. Ist Ff dessen Querschnitt, so ergibt sich die mittlere Schubspannung 

zu r^=-^r Q^d ^io Gleitung zweier Querschnitte im Abstände dx von- 



der Querkraft herrührende Verschiebung des Endquerschnittes gegen den 
Einspannnngsquerschnitt zu \ ^^ = \ ^ y und die Gesamtverrnckung 



i I 
- C pa^'dx . CpX'dx pV 

^—J 2JE '^]~GT\~IJI. 



+ -. 





pV 



JE • 2G'F,' 
ö 

Ist im gegebenen Falle h die Höhe des X - Querschnittes, 0,4^ seine 
Flantschbreite, 0,06 h die Flantschdicke und 0,04 h die Stegdicke, so ist 

JF;=:0,04ä« und 7=0,013 ä*. Damit wird /'^ ^ ^^fiV^ i;^ + ^'* 



8.0,013Ä*.J& ' 2.0,4J&.0,04Ä* 

der Klammer ausgedrückte Anteil der Querkraft V*« ^or ganzen Verrückung 

l 
und für -r- BB 10 dagegen V^* « also verhältnismäfsig um so geringfügiger je 

l l 

grfi&er -^ . Für mittlere Werte von -=- und, wenn es auf einen sehr hohen 
n n 

Grad yon Genauigkeit nicht ankommt, kann daher der Anteil der Querkraft 
an der elastischen Verrückung auüser acht bleiben. 

Beispiel 2: Die Durchbiegung f eines in seiner Mitte von einer Einzel- 

last P ergriffenen zweifach gestützten prismatischen Balkens soll berechnet 

p 

werden. Wir benutzen Gl. 2 S. 11 21^— ^1^=0. Darin ist §(«=--•/' und 
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. M*dx 
:anderer8eit8 f&r jede Balkenhälfte die Formändeniiigsarbeit = I qjv] > ^^ 

ganzen also 81«= 2li = — l y^ = } j-g — . Daraus folgt 

p 1 \T'*/ ^^ p« z» pz» 

T'^ = l 7^— = T-2iJ^ ^°^«^°^^*^=i8V^ wieBd.IS.118. 



Beispiel 3 : 'Ein gerader prismatiscber Stab ist an seinen Enden A nnd B 
drehbar festgehalten und in einer Sjnunetrieebene mit der Stabaebse in 
beliebiger Neigung a gegen diese von einer Kraft B ergriffen (Fig. 16). Welche 
Stütskräfbe haben die Punkte 

ji und P im Gleichgewicht ^^^' ^^• 

der äuTseren Kräfte zu leisten ? ^ ' ^ 

B cos a und B sin a sind 
die Seitenkräfte von B in 
der Richtung der Stabachse 
und senkrecht dazu. Die 
Seitenkräfte der St&tzkräfte 
A und B in denselben Bich- 
tungen mögen mit A^^Ay^B, und By bezeichnet werden. • Zu ihrer Bestimmung 
reichen die drei statischen Gleichgewichtsbedingungen nicht aus, der Zustand 
des Stabes ist einfach statisch unbestimmt und By werde als statisch unbe- 
stimmte GröÜse angesehen. 

Ihre Berechnung soll mit Hilfe der Gleichung II -^-^-=0 erfolgen, worin 




RMna 



dB, 



V 



bei der Bildung von Vii nur die Kräfte in der Bichtung der Stabachse in 
Betracht kommen, weil By mit diesen für sich im Gleichgewicht steht. Auf 
-der Strecke l^ wirkt nur By als formändemde Längskraft, auf derjenigen \ 
dagegen P^— Pcosa. Die Formänderungsarbeit in der Bichtung der Stab- 



P«**J« (P„ — PcosaV^i 
achse ist danach gemäfs Gl 6 S. 13 8tf= ^^ ^ + 



^F'B 



2 FE 



Daraus 



folgt nach Gl. II S. 22 

d%i Byl^ , (Py— Pcosot)?! 



dB^'^FE'^ 



FE 



_ P*cosa-Z| P'COsa-^i 

— 0, JSyCr.-^-^—^ - . 



Aus der Nullgleichheit der Kräfte in der Bichtung der Stabachse 
Ay+ By—B COS a = folgt femer Jiy= ^^^^J*'^' . Die Kräfte A, und P, 
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erhält man ans den IfomeiifteiiglflieliniigeB in Besag anf A und B sv 
^^^ 1,'Bana ^^^ l,Bma d.^ ^^ aoeh die Stfttikiifte ^ nnd B 

Mlbtt beknmt Et witd A = y Al+J*==^' y ti»*a + co^<i=^=^ 



lud ebenso B=: 



l 



Beispiel 4: Der 8tab Beispiel 3 sei bei ul fest eingespannt (Flg. 17). 
Kon ist auch B, ans der einfachen Gieiehnng der statischen Momente 
in Bezog anf A nicht 

mehr bestimmbar. Der Fig. 17. 

Zustand des 8tal>es ist 
zweifach statisch unbe- 
stimmt. Wir bestimmen 
B^ ans der Gieiehnng 

.>>-=0, worin $( Jetzt 

nar aas den Erftften senk- 
recht znr Stabachse gebil- 
det wird, und erhalten 





R.8ina 



/w, iQj /Ji, /»« 

'"■ ]2J^^ '^]2Jj£r""] 2/1; "^iL 
e/o du e/o e/t« 



i)-2J8ino(a: — yi' 



2J^ 






Daraos wird nach 61. II, weil B unverrückbar, 

"äi XBj^x^'dx xB^x^'dx Esinal 

e/o dh t) h 

,, ^'-^...{^«-.(^jl^o und 

^, =B8in « - 5.=i{8in « jl- A _| ^i.n . 

Für .i^ und By gelten die oben in Beispiel 3 ermittelten Werte. 
Mit A^^ Bjg, Ay and By sind auch A and B bekannt. 

Das Einspannungsmoment ergibt sich zu 
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Beispiel 5; Der einseitig wagereeht eingespannte Balken Beispiel 4 sei 
am freien Ende B durch einen lotrecliten prismatisclien Stab nnterst&tzt and 
über seine L&nge l gleich- 
mftAig mit p für die Längen- 
einheit belastet (Fig. 18). Der 
Stab BC Bei m B drehbar 



Fig. 18. 







mit dem BaU[en, in C dreh-, 
aber nnTerschiebbar mit einem 
festen Fundament rerbanden. 
Die Stützkr&fte Ä und B sind 
zu bestimmen. 

Der ftafsere Gleich- 
gewichtsznstand ist einfach 
statisch nnbestimmt und die 
Stfitzkraft B werde als 

statisch unbestimmter Wert mit Hilfe der Gleichung I S. 31 ermittelte 
Infolge der elastischen Verkürzung der Stütze BG erföhrt der Punkt B 

LB 
eine Abwärtsverschiebung <^ = ^ ^ , wenn JE\ das Elastizitätsmaüs des Stabes 

und F sein Querschnitt ist. Während der Formänderung arbeitet die Stütz- 
kraft B negatiy, weil die Bewegung von B gegen ihre Richtung stattfindet 




Es muTs daher 



d% 



M^dx 



px^ 



dB 



Y= — db win- Nun ist Sl| = 1 ^ rjp^ worin 3f =J5« — "^ 



d^i 



= d 



\B.-^-ä, 




JB«« — 



px* 



dx = — A 



dB ] dB'^JE I JE 

oder, beide Werte von d^ einander gleich gesetzt, 

a 

pa^ 

"2~ B 

dx= — li -^rsr • Durch Ausfuhr ang der Integration und 




Bx*^ 



JE 



FE^ 



Auflösung der Gleichung für B erhält man 



"" , , ^JE'lj^ * 

1 "T 



A^pl — B^ 



pi(v^+ 



SJE'li 
FEi'P 



1 + 



3JJE7.li 



FE^'l* • FE^'l* 

Mit li = Oy also starrer Stützung von JB, wird B = */ipl und A = ^l%pl, 
(VgL Bd I S. 134.) 

Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man, wenn man Balken und StÜtzstab- 
als einen in C starr gestützten Körper ansieht. In Bezug auf die in C auf- 

= sein, also Gleichung II zur An- 



tretende Stützkraft B mufs dann 



dB 
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Wendung kommen. 9| ist jetzt gleich der Biegongsarbeit dee Balkens und der 
Pressnngsarbeit des Stabes. 

2^1=8 I ,} jjfy <ig + ^. y, L und durch Differentiation 



— ^a? + ^=r^ = 0, wie oben. 




JE FE^ 



Es soll hier noch Tergleichsweise für den Fall starrer Unterstützung bei 
B die hier auftretende Stfttzkraft B unter Berficksiehtigung der infolge der 
«Qaerkraft auftretenden elastischen Gleitung bestimmt werden. Die Form- 
ftnderungsarbeit unter Berücksichtigung der Querkraft ist 






— t>x)*dx 



\ (B-'px)dx _^ 



uDd nach GL II S. 22 

a5~ 1 /JE? '1 k'F'G 

e/0 

1 6 

Fftr den rechteckigen Querschnitt ist nach S. 23 -jr~ = , - . Mit 

&%* 
/'^= -T-3- und G^ = 0,4 J? ergibt die Lösung obiger Gleichung für B 



Das zweite Glied im Zähler und Nenner 



•des Bruches entspricht der Querkraft und yerschwindet, wenn man diese aufser 

3 l 

acht läfst. Es wird dann wieder wie oben B=:-^pl, — Für ■jr = 8 wird 

J? = ^ / ^^"^^ \ = 0,377 i??, gegen -|- jp?= 0,375 jp? ohne Rücksicht auf 







7 

die Querkrafi Selbst bei -r- := 5 erhält man nur B = 0,38 pl. Der Eioflufo 
Ton Q auf die statisch unbestimmte Gröfse B ist also völlig verschwindend. 

Für den in Beispiel 1 S. 23 bezeichneten X- Querschnitt ist die der 
■Querkraft entsprechende Furmänderungsarbeit für ein Längenelement dx 



d^ 



Q Q Q '^m 

= -^'d<L==-^*7"daj= -~- -77- , d. L , da die mittlere Gleitspannung 



2 G 



T^=^-, d2l = ?!l^, worin F, Querschnitt der Stegfläche ist 
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Im ganzen wird ^^ == 



'[bx^^^x 



2 JE 



+ 



2F,'G 



nach Gleichung II 



d% 



i 



dB 



JE 



dx 



, \ (B-'px) dx _^ 



e/o 

Mit /= 0,013 Ä*, 2^, = 0,04 Ä« (vergl. S. 24) und ^ = 0,4 ^ ergibt die 



Losung obiger Gleichung B 



=£l 






Verschwindet das der 



Querkraft entsprechende zweite Glied im ZShler und Nenner, so wird 

5=-|-i)^ — Pür4- = 8, 5 = 0,38i)Z,4=5, B=0,^5pl. Auch für 

diese Querschnittsform ist der Einflufs ron Q auf die statisch unbestimmte 
Gröfse B also nur ganz unerheblich. Er soll in folgendem daher überhaupt 
aufser acht bleiben, wenn nicht ausdrücklich seine Berücksichtigung betont 
wird. 



Beispiel 6: Der Stab und der Balken Beispiel 5 seien von gleichem 
Material und Querschnitt und bei B ununterbrochen miteinander verbunden 
(Fig. 19). Die wagerechte Strecke AB ist wieder mit jp für die Längeneinheit 
belastet. Der ftufoere Gleichgewichtszustand ist nun zweifach statisch unbestimmt, 
weil die Stützkraft Cin C nun im allgemeinen nicht mehr in die Bichtung der 
Stabachse BC föllt, sondern irgend eine geneigte Bichtung annimmt Ihre 
lot- und wagerechten Seitenkräfte Cy und Cg mögen als statisch unbestimmte 
Gröfsen angenommen werden. Die Formänderungsarbeit für das Stabende B C 
ist dann nach Gl. 2 S. 19 mit Q = 

2 JE '^2EF 
und für das Stabende AB 

M^'dx 



(^ 



+ 



CJ'-l 



2 JE ' 2EF 

Für das Stabende BC ist 
M=— Cgg-y und für das- 
jenige AB 



M=G„'X — C^'l^ — 



px' 




J^Sm 



30 I>riUer Ab^ehnüt. Ehuiizäät ic Feaüj^eit eütfadi gdarummter Stube. 
MHiiia erfalH man die gesjunte FonniadanngBarlMit 



1) g _ \ ic.y)*dy C,*l, \( 



C^-CA-PY)'dx C^tj 



und dtfaof , da der Stfitcpiinkt C nnTenehieblieh nach Gleichong n, 



e/o e/o 



JE ^ EF 



Die AasfBhniDg der Integration liefert 

*) c.(i:+,,,+4)-<iiii=-4i ... 

Ist der Stabqnerschnitt and damit J ond P belunnt, auch die Längen 
l und Z| nnd die Belastung p gegeben, so lassen sieb aus beiden Gleichungen 
•Cj und öy leicht bestimmen und sodann weiterhin auch die eintretende Baud- 
ipannung «fj und <r^ berechnen. 

Hat der Stab beispielsweise einen X- Querschnitt von % = 20om, 
jr^ 2140 cm«, F==33,öcm» und ist ^ = 4,0», ii = 3,0», i> = 1000kff für 
das Meter, so erhält man C,=220, 0^=1750^«. Der Stützdruck in A wird 
dann 4000 — 1750 = 2268 ^t . Das gröfste Biegungsmoment zwischen A und B 

erhält man im Abstände — ^ = -777- = 175,0 cm von B zu 

^ 10 ' 

C ' 1750 2 

-€) itf««--2j-Cl..?,=-^~ 220. 300 = 87 OOOcm/k^. 

TM « i . . 87000- 20 

Die Randspannung ist <r= 014Q.0 =^10*^. Im Einspannungsquerschnitt 

4)ei w^ ist 

7) ilf, = Oy.Z~?-^-(7,./, = 1750.400--— |52!--207.300=== 

==—166 000 cm/kg, 

AI ^ A 166 000-20 ^3^ , 

woraus die Randspannung <'=— ötttt-s— = 780»*. 

2140* 2 

Umgekehrt läfst sich auch mit Hilfe der Gleichungen 4 — 7 für eine 
gegebene Randspannung <r eine der Querschnittsabmessungen bestimmen, wenn 
•die übrigen gegeben sind. 
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Beispiel 7: Ist der Balken Beispiel 6 anch bei C fest eingespannt, so 
"tommt hier als dritte statisch nnbestimmte Gröfse noch das Einspannnngs- 

Fig. 20. 




moment Jtf, hinsn, nnd der Gleiehgewichtsznstand des Stabes wird damit 
dreifach statisch unbesiammt. (¥lg. 20.) Die Arbeitsgleichnng lautet 



'"" ) 2 JE '^2EF'^) 

c/o e/o 



barans durch teilweise Differentiation in Bezug auf C^, Cy und M^ 



d^ 



^)^=- 



(M^'y-C^'y^)dy 



(Cya:.Z,-C,.V-^ + JMaZi)^a: 



dC. 



JE 



JE 



+ 



^ EF ' 



3) 



d^ _Cy. 

dCy'^ EF ■*■ 



.?! r(cV-^'--^x-Zi*-^' + iM.a;)(lÄ 



JE 



= 0. 



4) 






(3f,-C..y)dy_^\K-^-^''^-^' + ^)^^ 



JE 



JE 



= 0. 



Sind nach Gl. 2, 3 und 4 C^, Oy und Jtf, bekannt geworden, so erhält 
man das Einspannungsmoment bei Ä 



5) 



Jtf, = Cy? — 



Cg'li + Mi^ und das Maximalmoment 



zwischen Ä und J3 im Abstände — ^ yon J5 zu 
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6) 3i;iMw= -s^ — O,- «1 + Jf, , während der Stötzdrock bei A 

zp 

7) A=pl—Gy wird. 

Durch die Gleichungen 2, 3, 4, 5 und 7 sind die das &uCBere Gleich- 
gei^cht gegenüber der Belastong herstellenden Stützkrfifte usw. bestimmt 
Ihre Benutzung zur Bestimmung der eintretenden g^öfsten Spannungen, oder 
bei vorgeschriebenen gröüiten Spannungen zur Berechnung der Querschnitts- 
abmessungen geschieht dann nach den in Band I entwickelten Begeln. 

Beiapiel 8 : Ein prismatischer Balken ruht spannung^los auf drei gleich- 
hohen Stützen (Big. 21), von denen eine fest und zwei beweglich, befindet sich 
also fftr jede Belastung in einfach statisch unbe- 
stimmtem Gleichgewichtszustande. Welche ^€' ^^* 
St&tzkrftfte entstehen, wenn eine der beiden 




y^'-x-y^. 



J 



gleichen ÖfiEhungen mit jp für die L&ngeneinheit 
gleichmäfsig belastet wird? K2r~^ 

Als statisch unbestimmte Gröfse werde die 
Stützkraft A angenommen. Die Stützkraft B ist abwärts gekehrt und zufolg» 

^- =^{A'^B)l B^=^ A, Die Formänderusgsarbeit für den linken Arm 




ist 1 TT^r^ und für den rechten 



im ganzen also H{== 
und daraus 





(^-4-^ä. 



B*x^dx _ 
2JJS '~ ] 2 JE 



2JE "^ ] 2JE 



1 dA ) JE ] JE 




■(^-)- 



dx 

— = 0. 



c/o 

Die Ausführung der Integration und die Lösung der Gleichung liefert 

Ä = ^pl, ^ = T""Ä^^ = "f6^' C=pl-B--A = 'lspl. 



d) Haxwellfl Satz von der Gegenseitigkeit elastischer 

Yerrflekimgeii. 

Geht ein spannnngsloser Körper in einen bestimmten Spannungs- 
zustand über, so ist damit auch eine bestimmte Formänderung und« 
wie weiter oben nachgewiesen, eine durch den Spannungszustand 
allein völlig bestimmte Formänderungsarbeit der inneren Spannkräfte 
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yerbunden. Besteht zwischen diesen und den sie hervorrufenden 
äufseren Kräften während der Formändemng stets Gleichgewicht» 
so leisten letztere eine gleich grofse, nur hinsichtlich des Vorzeichens 
entgegengesetzte äafiere Formänderongsarbeit. Die Gleichheit der 
äuiseren und inneren Formändemngsarbeit ist lediglich an die Be- 
dingung stetigen Oleichgewichtes der äufseren und inneren Kräfte, 
also an ein allmähliches Anwachsen der ersteren mit den letzteren 
geknüpft, im übrigen aber unabhängig yon der Beihenfolge, in welcher 
die äufseren Kräfte angreifen und dem Gesetz, nach welchem sie 
allmählich anwachsen. 

Wirken danach auf einen etwa festgehaltenen Körper (Fig. 22) 
in zwei Punkten a und b einander gleiche Kräfte P in beliebiger 
Sichtung ein, so erfährt der Körper eine bestimmte Formänderung 
und leistet eine bestimmte innere Formänderungsarbeit, welche die- 
selbe bleibt, einerlei, ob die Kraft P in a oder in b zuerst angreift. 
Jede der beiden Kräfte erzeugt 
nun eine bestimmte Verrückung ^' 

sowohl ihres Angriffspunktes NS^^^""^' ^ — ^'^^^^s^/fc" 

in ihrer Bichtung, als auch 
des Angriffspunktes der andern 
Kraft in deren Bichtung. In 
folgendem bezeichne d^ und d<^ die Verrflckung, welche die in a 
angreifende Kraft in der Bichtung der Kraftlinien in a und b erzeugt, 
d^ und d^ die Verrückungen, welche die in b angreifende Kraft 
in den bezeichneten Bichtungen in b und a hervorbringt. 

Greift nun die Kraft P in a zuerst an, so leistet sie bei all- 

Pd 
mählicher Steigerung die Arbeit — ^ und, während die nachher 

td 

in b angreifende Kraft P den Punkt a um b^a verschiebt, noch die 
Verschiebungsarbeit P^b^i^. Der Punkt b erfuhr schon während 
des allmählichen Angriffs der Kraft P in a eine Verschiebung d«,^, 
da aber P in & noch nicht wirkte, wurde hier keine Arbeit 
erzeugt Die einzige Arbeit der zuletzt angreifenden Kraft P 

P'b 

in b ist demnach — -^ und somit die Gesamtformänderungsarbeit 

der äa&eren Kräfte ^^ +P-dt. + ^^. Hätte die Kraft P 

m 

in b zuerst angegriffen, so würde die äufsere Formänderungsarbeit 

Keck, ElMtisitätslefare. II. 3 
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^^ + ^^ + Pd,t9Maaiim aä». B«de ab«r BfiSBa. da 

das Eodfrgebiiis im EnftangriffiBi dkaelbe Fonniiidflnii^ und die 
gleidie iimere Fonnftndemiigiarbeit ist» einander gleich sein: 

m er ^'^-' . ^ a . ^A* P'6.. . i^ ^* , ^ a 



folgt, d.» = d»., 

d. It in Worten: Wirken zwei gleiche Er&fte in irgend 
zwei Pnnkten a und b anf einen festgehaltenen Körper 
ein, 80 ist die Yerschiebnng, welche die in a wirkende 
Kraft in b in der Bichtang der dort tätigen Kraft 
erzeugt, gleich derjenigen, welche die in b tätige 
Kraft in a in der Bichtnng der hier angreifenden 
Kraft herTorbringi 

Entsteht die Formändemng nicht darch zwei gleiche Kräfte, 
sondern durch zwei gleiche in yerschiedenen Querschnitten a'a' and 
b'b' (Fig. 22) angreifende Momente, so gilt eine ähnliche Beziehung. 

Dreht M in a'a' diese Schnittebene um einen Winkel ^f)««., 
diejenige b'b' um einen Winkel ^Vab^ femer M in bb diese Schnitt- 
ebene um Jq>bi, und a'a' um J^»«« so drückt sich die Formänderungs- 
arbeit, je nachdem M in a'a' oder M in b'b' zuerst allmählich angreift, 

aus als a^—— 2i^= ~ l-jf.j^^^+^ ^ — 

= ^^ H ^^ + if- J9?a6 f woraus wieder folgt 

In Worten: Wirken auf einen festgehaltenen Körper 
in zwei Schnittebenen aV und b'b' einander gleiche 
Momente ein, so ist der Winkel, um welchen das in 
aV tätige Moment die Ebene VV in der Bichtung des 
dort tätigen Momentes verdreht, ebenso groTs als 
derjenige, um welchen das in b'V angreifende gleiche 
Moment die Ebene aV in der Biichtung des dort 
wirkenden Momentes verdreht. 

Beide Sätze finden in der Elastizitätslehre sowohl bei der 
Beurteilung von Formänderungen, als auch von Gleichgewichts- 
zQständen, insbesondere von statisch unbestimmten Bauwerken, 
fruchtbare Anwendung. 
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III. Spannungen durch beliebige Kräfte in der Kriimmungs- 

ebene des Stabes. 



a) Allgemeine Beziehniigeii xwisclieii den ioAeren KrUten 

nnd den Normalgpannnngen. 

Die einfach gekrflmmte Mittellinie des Stabes weise in spannnngs* 
losem Zustande eine beliebige einfache Erflmipang anf und je eine 



der Hauptachsen aller Stab- 
qnerschnitte liege in der Stab- 
ebene. Der Stab befinde sich 
im Oleichgewicht und die 
Mittelkraft B aller äufseren 
KrfUle einerseits einer Schnitt- 
ebene tt sei unter einem Win- 
kel a gegen diese geneigt 
{Fig. 23). Ihre Zerlegung im 
Schnittpunkte b mit der Schnitt- 
ebene fahrt zu den Seiten- 
kräften N normal und Q tan- 
gential zu derselben. Erstere 
mnfs durch die im Querschnitt 
hervorgerufenen Normal-» letz- 
tere durch die entstehenden 



Fig. 23. 




1 



Q 



Ae^_.j 



Schubspannungen im Gleichgewicht gehalten werden. Wir beschäftigen 
uns hier ausschliefslich mit den Normalspannungen; die Schub- 
spannungen lassen sich mit im allgemeinen hinreichender Genauig- 
keit nach den in Bd. I S. 179 u. f. entwickelten Hegeln beurteilen. 
Die Normalkraft N im Abstände Zn vom Querschnittsschwer- 
punkte wirkend, ist mechanisch gleichwertig joiner in jenem Schwer- 
punkte angreifenden Kraft N und einem Eräftepaar vom Momente 

Wir denken uns nun durch zwei radial, d. h. durch die 
Erümmungsachse des Stabes gerichtete Ebenen ein Stabelement von 
der Länge ds, in der Stabmittellinie gemessen, herausgeschnitten, 
und unterwerfen dasselbe zunächst einer zentrisch, d. h. im Quer- 
schnittsschwerpunkte angreifenden Kraft N. Die dadurch entstehenden 

3* 
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jilqp^Ad^c^ ^^ 



/ / 



1 



NormalspaDDiingeD yerteilen sieb gleidimäisig fiber den QaenchnitL 
Wegen der infolge der Neigong d (p der Schnittebenen gegeneinander 
Terschiedenen Ltoge der Fa- 
sern findet nicht, wie beim ge- 
raden Stabe, infolge der Deb- 
nong lediglich eine Parallel- 
yerschiebnng der Schnitt- 
ebenmi gegeneinander, son- 
dern gleichzeitig eine. gegen- 
seitige Drehung derselben um 
einen kleinen Winkel COC^ 
statt Die Absolutyerlänge- 
rung der gleich gespannten 
und darum relativ auch gleich 
gedehnten einzelnen Fasern ist 
verhältnisgleich ihrer Länge 
und wie diese daher verhält- 
nisgleich dem Abstände von 
der Erfimmungsachse. Die 
infolge der Dehnung eingetre- 
tene Verrückung der Schnitt- 
ebene CD gegen AB (Fig. 24) 
ist daher eine solche, dafs 
sie auch in ihrer neuen Lage 
Ol 2>i durch die Erfimmungs- 
achse gerichtet ist. 

Tritt nun die Wirkung des Momentes M hinzu und machen 
wir die, solange eine Querkrafb nicht wirkt, berechtigt erscheinende 
Annahme, dafs vor dem Eraftangriff ebene Querschnitte auch unter 
der Wirkung eines Momentes eben bleiben, so geht die Schnittebene 
CD aus der Lage C^D^ in diejenige C^D^ über. Ziehen wir nun 
^^2^3 II ^^* 8^ lassen sich zunächst die Dehnungen wie folgt aus- 
drücken. Die Dehnung e^ der Faserschicht in der Stabachse 8^8 ist 

und diejenige im Abstände z von der Stabachse 



dip 



I 
I 



■>! 



1 



^0 = 



?2_ 



8Sq ds 



^ = -FG= FG FG oder auch, da 

S82=^ds^€Qds^€Q-Q'dq), F2F^=^Adq>'Z und FG—{Q+z)dq>. 
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^. _ SoQdq) + Ad(p^z _ Q'^"*" dg) 

^"" {e + z)d(p Q + z ' 

Das Verhältnis -j-^ drückt die relative Winkeländerung der 

Schnittebenen gegeneinander aus und werde mit oj bezeichnet Damit 
schreibt sich Ol. 1 nach Entwickelnng 



z 



2) « = «o + (^-^o), . ^ 

z -r Q 

und die entsprechende Spannung wird 

3) ö = €I:^e\€q + ((o^€q) 



['o + (o>^^o)'jf^] 



Das Oleichgewicht der äufseren und inneren Ejräfte in Bezug 
auf das Stabende einerseits vom Schnitt tt fthrt nun zu den 
Oleichungen 

4) JödF^N 

und in Bezug auf die zur Stabebene senkrechte Hauptachse zu der 
Momentengleichung 

5) S<^'dF^z^M. 

Folgt der Stofif dem Hooke'schen Oesetz, ist E konstant für 
verschiedene Spannungen ö, so erhält man aus den Ol. 2—5 

6) N^E^^eo + ((o^e^)j~-jdF und 

7) M^Ei^J^eo + (cü^e,)-^'jdF^z. 

Bei Ausführung der Integration wird SdF = F, J-r-dF—O; 



setzten wir noch die Flächengröfse \ — -— dF=— -ifcJP und dem- 



entsprechend \——dF^\z'dF—Q\^^^dF==Q'kF, so folgt 



" *« " *« -a 




8) N=EF[€^-{cj^€o)k], 

9) M = E{(jj — £^QkF und daraus weiter 

"^-^''^EQkF' '' = FE^^''-''^^^FE^E-qF' 
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Dieee Werte in OL 3 eingesetzt, erhUt man das Gesetz der 
SpannongsTerteilang Ober den Qnerschnitt 

Darin soll im allgemeinen +iV als Zog-, — N als Druck- 
kraft gelten, + Jf ein auf Verstärkung der Stabkrümmung, — M 
ein auf Verminderung derselben gerichtetes Moment sein. Die 
Ordinate z wird in der Sichtung nach der konvexen Seite des 
Stabes positi? angenommen. 

Das in Gleichung 10 ausgedrückte Spannungsgesetz stellt geo- 
metrisch eine im allgemeinen einfach gekrümmte Fläche bezw. 
deren Schnittlinie mit der Stabebene dar. Die Spannungsrerteilung 
ist also abweichend von derjenigen in einem geraden Stabe keine 
lineare, was seine Erklärung in der Längenverschiedenheit der Stab- 
fasern und in der demgemäß relativ stärkeren Dehnung und Spannung 
der der konkaven nahe gelegenen kürzeren Faser findet. 

Aus 61. 10 lälst sich, indem man (T = setzt, die Spannungs- 
nuUinie in ähnlicher Weise ableiten wie für den geraden Stab 
(vgl. Bd. I S. 228 u. 243). In der zur Stabebene senkrechten 
Schwerpunktsachse des Querschnittes erhält man mit j?>=0 die 

Spannung <y =» ^ H — ^ =* "^ H ^» während für den geraden 

N 
Stab an dieser Stelle (T=:~ ist, welcher Wert mit ^=soo auch 

Jf 

hier sich ergibt. 

Wird Zn = —Q, d.h. geht die Normalkraft durch die Krüm- 
mungsachse 0, 80 folgt nach Gl. 10 mit Jf= — q^N 

10a) ö=--i^.~^. 

Mit z^O wird jetzt <y = 0, trotz der vorhandenen Normal- 

N 
kraft JV, während für den geraden Stab mit ^ = 0, <^ = -^ wird 

(vgl. Bd. I S. 227). Bilden die äufseren Kräfte lediglich ein Kräfte- 
paar vom Moment M, wird also iV=0, d.h. liegt der Fall reiner 

Biegung vor, so ist die Spannung in der zur Stabebene senkrechten 

M 
Schwerachse o = —— und für den geraden Stab mit q — og (J = Q . 
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Fflr Stäbe, deren Höhe io der Richtung der Stabebene im 
Terhftltms zum Erfimmangeradiiis ein gewisses Mafi nicht über- 
schreitet» Iftfst sich Gl. 10 noch wie folgt Tereinfacben: Oben 

war \ ^Q'k'F gesetzt, wofür man auch schreiben kann 

Äfla.jfcj'. Ist nun - fttr alle Flächenelemente dF w^ 

z o 

l + ~ 
Q 

klein, dals man seinen Wert gegen die Einheit vernachlässigen 
kann, so erhält man \z^dF^J= Q-^kF^ also ßfcJ'«=-. 

Damit schreibt sich OL 10 
11) ö = — + —- + -— ^ — ; — = -^ + -^r" + 



F Fq J z + q F Fq J ^,^ 

Q 

Welchen Grad der Annäherung Gl. 11 gegenüber der ge- 
naueren Gl. 10 für verschiedene Erümroungs- und Querschnitts- 
verhältnisse bietet, wird weiter unten für einige Querschnittsformen 
nachgewiesen werden. 

Für den geraden Stab, mit ^ = oo nimmt Gl. 11 die Bd. I 

N M'Z 
S. 227 abgeleitete Form (j = — H — — an. 

Die bei einem allgemeinen Kraftangriff durch die Querkraft 
Q=:i2cosa entstehenden Schubspannungen r lassen sich nach den 
Bd. I S. 179 ff. entwickelten Begeln berechnen. Aus ihnen und den 
nach Gl. 10 oder 11 sich ergebenden Normalspannungen c erhält 
man die Hauptspannungen und Materialanstrengungen mit Hilfe der 
Begeln Bd. I S. 192 ff. Die Richtigkeit der Gl. 10 wird durch 
das Hinzutreten der Schabspannungen an sich nicht beeinflufst.*) 

Es soll nun der Wert k für einige einfache hier hauptsächlich 
in Frage kommende Querschnittsformen ermittelt werden. 



*) Anch der Umstand, dafs infolge der auftretenden Schubspannungen 
die Stabqnerschnitte nicht TÖlIig eben bleiben, dürfte als belanglos fnr die Yer- 
teilnng der Normalspannungen sein, weil zwei einander unendlich nahe liegende 
Querschnitte in gleichem Sinne von der Ebene abweichen. 
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einfadi gekrimumitr Siäbe. 



1. Für das Bechteek. 

Bei deo aas Fig. 25 eisichtliGhai BeieidranngeD ist F^bk 
dF=^h'd2 and somit 






*" hh 



rV+/*' 



dz=^ 



-1 1 ^ 



<f2 



Rg.25. 



I 



1 










12) 



Die AiufÜbroog der Integration liefert 

A 




1 + 



2q 



^-2 



1 — 



A ' 



2q 



1 + 



oder, das Glied Z» 



2e .. 



in eine Beihe entwickelt, 



1- 



2q 



— +f-4Ä4(Är+^ter-M^)'--].-- 



13) 



^.^^^h.\\U^\\U^\\...\. 



-[i( 



2q) 5 \2ß; 7 \2e, 



■] 



2. Für den Kreis. 



Es ist 



-+r 



jb— 4 



F }Z+Q 



dF= 



^J _ 




— r 



Da wegen der Symmetrie für den Kreis JVd/'=0, J^^rfl^^O 
nsw., so ist auch 

14) fc =- i A- • U^di^ + \ ' \z^dF+ \'\z^dF+.,.\, 
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In dem ersten Integral erkennen wir das achsi' 

moment J des Qaerschnittes und es ist daher 

Fi 






k' 



n*r^ 




I 



Um die weiteren Integrale zu 
bewerten, setzen wir F^n^r^ und — 
mit Bezug auf Fig. 26 ^ = r sin 9 , 
dz = rcos9-d9, t^ = 2rC08 9>, 
dF='wdz = 2r^'Q0^^q>'dq>, 

Damit wird 
J'^dJ'=2r^-j8in*9>-cos29-dg)=2r^-/8in*fl?(l — mi?q>)d(p='2r^ 

rj*sin*9?«<Ä9 — Jsin^^J-dfl?] , 
Sz^dF=^2r^- Lrsin^ <p d (p — Jsin® (pdq)\ usw. 

Nach den Regeln der Integralrechnung ist 

1 • « 1 , ^ — 1 • « • I (n— l)(n— 3) 
n 



sin^q>-dq>^=—cosq)\ -^in'»"^ q>+ 'J ' -sin**— *y+ -^7^ — ~^^^— ^•sin'»""*^ 



n-(n-2) 



n(n— 2)(n — 4) 



■^ • • • n(n~2) . . . 4-2) ^^°^J "^ n(n-2) ... 4-2 '^ 



Danach erhält man 






i-^ZL 



sin*9><ig? — \sm^q>-dq> 






2 



2rg/3'1 5'3-l \ ^'r< 
^ \4-2 6-4-2/ 8 




2UF=^2r^ 



— r 



sia^g>dq) — \ain^-dq> 



=2r*^ 



^ 53-l 7-5-3-1 
^6-4-2 8-6-4-2> 



^ — Jt- r 
64 



8 



Diese Werte in Gleichung 14 eingesetzt, wird 






>« 64 ^ 



■■■] 



oder 



'^ *-r(?4-(i)*-BV(7)'+- 
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1. Für das Rechteck. 

Bei den ans Fig. 25 ersichtlichen Bezeichnungen ist F^bh 
dF=b-dz und somit 






ifc = 



-1 



bh ]q + z 



• b • dz^=--i — 



+ * 



~ 2 



dz 



Fig. 25. 



I 




9 + zj 



dz . 



r 

u 


>rdt 


1 


A 










1 





z 

i 



12) 



Die AosfOhrang der Integration liefert 

h 



1 + 



2q 



e— 



1 — 



h ' 



2q 



1 + 



oder, das Glied l„ 



2q . 



in eine Beihe entwickelt, 



1- 



2q 






04(Är--'- 



■] 



Es ist 



Ä-j-r 



2. Für den Kreis. 



4-r 



ik = — ^ 



-F ]z+Q 



dF^-—^\--^ 



1 { f z z^ . z^ z^ . z^ z^ 



— r 




V 



lj:^ L.Z -—4- \dF 

fwq q^^q^ e^ e' Q^ j-^' 



Da wegen der Symmetrie für den Kreis JzdF^O, ^^^^2^=0 
usw., so ist auch 
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In dem ersten Integral erkennen wir das achsiale Trägheits- 
moment J des Qaerschnittes und es ist daher 

.+ r _ . Fig. 26. 






z^dF^J"" 



n-r^ 




f 



Um die weiteren Integrale zu 
bewerten, setzen wir F=n-r^ und — 
mit Bezug auf Fig. 26 ^ = r sin ?> , 

dF== W'dz = 2r^' cos^ q>'dq>. 

Damit wird 
J'^dJP=2r^-j8in*9)-cos29-dg)=2r®-J*sin*9(l — siD?q>)dq:^2r^ 

[jsin^flj-d?? — /sin^fl^-eZfl?] , 
Jz^dF^ 2r^' [fsin^ (pdq> — Jsin^fl^ci??! usw. 

Nach den Regeln der Integralrechnung ist 

• « j ri • « 1 . ^ — 1 • « « 1 (w— l)(n— 3) . ^ . 

In n «(n— 2) n (n— 2) (n — 4) 



+ ... 



(n-l)(n-3). . . 5.3-1 . 



n(n— 2) ... 4-2) 
Danach erhält man 



sin 



.] 



+ 



(n-l)(n~3). . .5>3-l 
w(w— 2). . . 4.2 



V' 




z*d2^=2r« 



^2 






sinVd?'— \8inV'<'9 



7r_ 



7^ 
2 



2r«/31 5-3. 1\ Jr.rß 



7t \4-2 6-4-2/ 



8 ' 




«di^=2r8 






^2 



sm^q)dq) — isin^-d?» 



2 



T 



==2r®^ 



5-3-1 7-5-3-1 
,6-4-2 8.6-4-2> 



= 64^-"'- 



15) 



Diese Werte in Gleichung 14 eingesetzt, wird 
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ä Fflr das Trapez. 



Man hat wieder 

z 



F Jz+Q 



z+e 

Mit Bezug aaf Fig. 27 ist 



•— ^K'-A)— '+lj^.- 



F 



w 



, dF'=W'dz, 



Fig. 27. 

I 



-k + 



(6-&i) 



•ie,-z)\ 



also <JJP=wdz 




^ , b—bi b-b 



b-bi 1, 





_^f_ — / g + ^1 



' + «1 



Nun ist \ "[^ — /n *^ ' ' nnd \(i^ = ^, + «o = ä, also 



2ß 



— <« 



ö-H^(».+^(«.+«)-»+».]- 



Wird 2)1 = 0, so geht das Trapez in ein Dreieck über; es 

2 h 

wird Bi^—h und ^2 = und demnach 

O ö 



17) 



ft = — 1 + 



2^ 



^+3*'\/2 



e-yÄ 



3HJ-^ 



Es möge nun für die ersten beiden Querschnitte nachgewiesen werden, 
welchen Grad der Annäherung die Benutzung der Gl. 11 gegenüber der ge- 
nauen Gl. 10 für verschiedene Krümmungsverhältnisse des Stabes bietet. 
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Beide Gleichangen unterscheiden sich nnr durch das dritte Glied. Das Ver- 
hältnis ß dieses Gliedes nach Gl. 11 xa demjenigen der Gl. 10 ergibt sich za 

ß=" — = — . Für das Rechteck ist J^-r^ und F=bh, Hiermit und 
mit dem Werte für k nach Gl. 13 erhält man /9 = 1 + ~ (-) V t|^ (-)*+ . • • 
för — = l wird /9=1 +0,15 + 0,027 + . .. = 1,177 

« -^ = 4 n /9=1 + 0,0375 + 0,0016 + ... = 1,039 

„ — = i • /9=1 +0,0167 + 0,0003 + ... = 1,017 
P 3 

, -^ = i , /9= 1+0,0094 + 0,0001 + ... = 1,0096. 

^ 4 

PQr den Kreis als Querschnitt ist J='—r— undjP=3r.r'. Mit dem 

4 

Wert far k nach Gl. 15 ;9= 1 + ■!-(-)*+ ^ • (-)*+ • ■ • 

ftr — =1, also - = 1 wird /9= 1 + 0,125 + 0,02 + . . . = 1,145 
p P ^ 

- = | „ /?= 1+0,056 + 0,004 + ... = 1,06 
P 3 

- = i wird ß= 1 + 0,031 + 0,001 + . . . = 1,032, 
P 4 

- = i „ /9=1 +0,014 + 0,00024 + ... = 1,0148, 
P ^ 

~ = l^ n ß=l+ 0,008 + 0,00008 + . . . = 1,0081. 
P o 

Aus Yorstehenden Zahlwerten ist ersichtlich, dafs für starke Er&mmungs- 

Yerhältnisse das dritte Glied der Gl. 11 nicht unerheblich gröfsere Spannungen 

2r h 

ergibt ; för weniger starke Krftmmungsverhältnisse — bezw. — wird der Fehler 

allmählich verschwindend klein, namentlich, wenn man beachtet, dafs er im 
Verhältnis zur Gesamtspannung tr noch kleiner ausfällt. Die Rechnung nach 
der Annäherungsgleichung 11 bei Bestimmung der Querschnittsabmessungen 
führt also zu einer etwas gröfseren Sicherheit. 

Für zusammengesetzte Qaerschnitte oder solche mit weniger 
einfachen Begrenzangslinien gestaltet sich die analytische Ermitte- 
lung der Ziffer k umständlicher. In solchen Fällen bietet das 
nachstehend erläuterte graphische Verfahren erhebliche Vorzüge und 
aufserdem noch den Vorteil ganz allgemeiner Verwendbarkeit 

Wie bereits erwähnt, ist \ — -—^-dF eine der Querschnitts- 
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fluche F veitaltni^leicbe FläcbeD^Cse Fr-^ — kF; die einzelnen 
FlacfaenelementetJFerscheineDim Verh&ltnia — ; — redozierL Ffihrt 
mui diese RednktioD an den Breiten w der Elemente dF ans nod 
iSfiit ihre Hshen dz angeändert, so lassen sich alle reduderten dF 
ZD einer Fläche derart aDeinaaderreihen, dafs die HShe dieser Fläche 
gleich der Qnerscfanittahöhe ej + e^ = h ist, wobei allerdings den 
positiven nnd negativen z-Werten auch positive nnd negative 
Ftäcbenverte entsprechen. 

Die Konstraktion gestaltet sich wie folgt: 

Um die Reduktion -— — w geonaetriscfa anszalUren, macht 
man in Fig. 28 SO gleich dem Erümmnngsbalbmesser g des 
Fig. 28. 



Stabes, CD = z und OE=w. Errichtet man dann in E eine 
Senkrechte gegen OS, so schneidet die Yerbindangsgerade DO 

auf dieser die reduzierte Breite EF = — ; w ab. Zieht man 

noch durch F eine Parallele zu C, so gewinnt man in <r einen 
Funkt der Begrenzungslinie des reduzierten Querschnittes Fr. In 
gleicher Weise für eine hinreichende Änrahl von a -Werten die zu- 
gehörigen Fankt« G bestimmt, erhält man die Linie KGSO^J, 
welche die reduzierte Qiierschnittsfläcbe begrenzL Links der Haupt- 
achse II ergeben sich positive, rechts negative Beitr^e zu derselben. 
Ist i^r+ die Summe der ersteren, Fr- die der 'letzteren, so ist 

\^^dF—F, + — F,^=- — kF. d.h. kF— F,- — F,^ — F,, 
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wenn anter Fr der absolute Unterschied zwischen Fr~ nnd J^r + 

F 
verstanden wird, und ii: = -=. 

Damit schreibt sieh Ol. 10 S. 38 

^N M M z 

°~ F^ qF'^ eFrZ-\-Q' 

Anstatt des Prodnktes k-F erscheint der reduzierte Querschnitt F,. 

Die EoDstruküoD läM sich noch vereinfachen, wenn man 
berücksichtigt, dafs die Punkte D auf einer unter 45" gegen OS 
durch den Punkt 8 gezogenen Qeraden liegen und dafs sie auf dieser 
durch den Schnitt mit der betreffenden Qnerschnittslotrechten CD 
festgelegt werden. 

Die Ermittelung der Flächengröäe Fr Utfst sich mit einer für 
alle Änwendaugszwecke hinreichenden Genauigkeit nach den be- 
kannten Methoden ausfQhreD. 

Bei aus Bechtecken zusammengesetzten Querschnitten wechselt 
die Breite sprungweise und ist für die einzelnen Rechtecke konstant, 
wodurch die Konstruktion der redazierten Flftcbe Fr sich wesentlich 
vereinfacbt. FOr das einfache Rechteck ist die Begrenzungslinie 
der reduzierten FlSche eine Hyperbel von der Gleichung p = — — 
Pig. 29. 
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und bei emein mn Beehtecken zusammeDgesetxteD Qaerachnitte be- 
steht die Begrenzangslime der reduzierten Flilche ans Teilen yer^ 
Bchiedener Hyperbeln. 

In Fig. 29 ist die^ leduiicito Fläehe ftir einen X-Qaerschnitt 
dargerteHt Dabei sind folgende Verhältnisse gewählt 

Es wird dann F=0,2h^^ und die Flächenermittelong eigibt 
JPr- = 0,054 h^ nnd JV r = 0,024 Ä', also 

j; = (0,054 — 0,024) Ä» = 0,03*2 ^nd jk = -^«=0,15. 

Je 

Anwendungen. 

Durch folfrende Beispiele möge die Anwendung der abgeleiteten Regeln 
dargistan und insbesondere anch gezeigt werden, wie grofs für bestimmte 
KrümmnngSTerhältnisse der Fehler ansßLllt, wenn man den Stab wie einen 

geraden ansieht und die für diesen geltende Spannungsgleichang <r= ^=r H — =^ 

Je J 

znr Anwendung bringt Danach wird sich beurteilen lassen, f&r welche 
KrttmmangsYerhiUtnisse diese einfachere Gleichung noch hinreichende Ann&he- 
rung ergibt. 

Beispiel 1: Ein kreisförmig gebogener, im Querschnitt rechteckiger Stab 
(Fig. 30) sei an seinem einen Ende wagerecht eingespannt und werde in einem 

Fig. 30. 

(^) Ot.llM (^) ^<^^sf (c) 




um 90 ^ gegen die Einspannungsebene geneigtem Querschnitte von einer wage- 
rechten Kraft N getroffen. Wie grors sind die Randspannungen im Ein- 
spannungsquerschnitt ? 
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Nach GL 10 erhält man mit M= — p-N, e = ±— und anter Be- 



achtnng der GL 13 

_N N'p 



I) 



1 



N'p 

F'p'k' ^ 
- h 



N 



^ ('±nm*m^m^-] 



Nach GL 11 wird mit J'=^ = F~ 

1^ 12 



H) 



^1 



_N N'p N'p* 
"- Fp J 



N 
F 



1 



N 



1±¥ 



= - — •12 



(I)" 



'±¥ 



Unter Anwendung der Spannnngsgleichnng fax den geraden Stab wisf^ endlich 
TITA N^N'p-e Nl.^ß'p] 

Die Ansrechnang ftr verschiedene Werte von -^ ergibt nach 



Gleichung I 



h *' 



.ri=-3,4 



N 
F 



n 

— 4 



N 
F 



— 5 



cr,= + 10,2 

jo^ Ui = -9,25 
h ^' lir,= + lö,4 

^_-Q ( <^i = — 15,1 
h'" ' Ua= + 21,2 

p_ (^^=-21,2 
Ä"" ' U,= + 27,2 

^_in/^i = -ö7,0 

+ 63,0 



Ä l tr^=s 



+ 12 

— 9,6 
+ 16,0 

-15,4 
+ 21,6 

-21,3 

+ 27,4 

-57,0 
+ 63,0 



m 

N 
I 

+ 7 „ 

-11 . 
+ 13 , 

- 17,0 „ 
+ 19,0 „ 

- 23,0 „ 
+ 25,0 „ 

- 59,0 « 
+ 61,0 „ 



Nimmt N die entgegengesetzte Richtung an, so kehren sich auch die 
Voneichen «r^ und a^ um, die Absolutwerte der Spannungen bleiben aber dieselben. 
Die Verteilung der Spannungen <r über den Querschnitt f&r die beiden Ver- 
hältniswerte r* = 2 und -r = 4 , wie sie sich nach GL 10 ergibt, ist in Fig. 30 a 

und 30b durch die Linien HSK und HiS^Ki ersichtlich gemacht, während 

die Geraden LMN und L^M^N^ die Verteilung nach der Gleichung 

N Jl£ 

<r=r=f-\-'yZ darstellen. Die Abweichung der grollten Spannungen beträgt 

ftr ^ = 4 90/0 und flir^ = 10 3,2Vo. 
n n 

Beispiel 2 : Bei B greife eine äufsere Ejraft B in solcher Neigung an, 
da£s sie den Einspannungsquerschnitt einmal im Abstände 0,1 • p unterhalb 
und ein anderes Mal um ebensoviel oberhalb der wagerechten Querschnitts- 
hauptachse schneidet. Die Zerlegung in diesem Punkte in der Richtung und 
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fenkreebi nr EinfptomiiigBebeiie «gebe eine Nonnalknift K uad eine hier 
anüMT Acht bleibende QaeriEiaft Q. Es ist dnm nacb GL 10 und 11 im 
ersten Falle (Sclinitt unterhalb) 

N O.lOp'N 0,\Opy 1 



U) 



- h 
r,= ^ /0,9 — >.2(^)* — ^\ ; nnd ftr dm genden Stab 



III) ".= j,. + -jy;- =-- >. ^1 + 0,6 . j^l . 

Ffir Terschiedene KrümxnangsTerh&ltDisse -^ ergeben sich folgende Band- 
»pannnngen: ^^^ ^^ ^ ^^ ^^^ 



^=1 



^i = + 0,56-j;, 4-0,50-^ +M-y 
^,= + l,»4 , +2,10 „ +1,6 



/?_o f^i--~0,025« —0,06 , -0.2 

Ä ^' U3= + 2,44 , +2,50« +2,2 

P_. (iri = -l,22 . -1,23 „ -1,4 

Ä*~ ' U,= + 3,62 „ +3,64 . +3,4 

/»_,nl^i = — -*.8 « -4,80 „ -5,0 



_,^(<ri = — 4,8 ,. -4,80 „ -5,0 
— '"U,= + 7,20 , +7,20 „ +7,0 



Liegt der Schnittpunkt der Kraft Bi bezw. JV um 0,1 yo oberhalb der 
wagerechten Schwerachse, so folgt 



in ^_NQ,\p-N 0.1- p* 

~ h 
III) ^"^v'i^^^'^h)' ^^® Rechnung ergibt ; 

Nach Gleichung I II HI 

t N N N 

^ ' I <ra= + 0,08 „ - 0,1 „ +0,4 « 

^ = 2 f^i = + 2,02 , +2,06 , +2,2 . 

h ' l£rg= — 0,44 „ —0,50 , — 0,2 „ 

P_^ j^, = + 3,22 , +3,23 „ +3,4 , 



h ^' U,= -l,62 , -1,64 , -1,4 
/«_,.(ai= + 6,82 „ +6,82 , +7,0 
Ä"~ lira = — 5,20 , —5,20 „ -5,0 
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Die Abweichtmg der grörsten Spannimgen nach 61. I u. III beträgt für 

-? = 4, 5,6 7o und für ^ = 10, 2,6 >. Tritt der Schnittpunkt von N ndt 

der Qaerschnittsebene bis auf 0,05.^ an die zur Stabebene senkrechte Schwer- 
achse heran, und wird das Biegungsmoment dementsprechend kleiner, so sinkt 
die Abweichung auf ca. I^/o herab. 

Man erkennt also, dafs, je gröfser das Verhältnis -^ wird und je mehr 

das Moment M gegen die Normalkraft N zurücktritt, mit um so gröfserer 
Annäherung der Stab als gerade berechnet werden kann. 

Fftr die im Brückenbau in der Form von Bogenträgem vorkommenden 
gekrümmten Stäbe kann danach meistens von einer Anwendung der Ql. 10 oder 11 
abgesehen und die Spannungsverteilung nach den Begeln für gerade Stäbe 
beurteilt werden. 



Fig. 31. 



Beispiel 3: Offener Lasthaken für eine durch seine Krümmungsachse 
gerichtete Last P (Fig. 31). Der innere Krümmungsradius sei r. In dem 
wagerechten Schnitte Ä8B durch die Krftm- 
mungsachse haben das Moment M und die 
Normalkraft N ihre Gröfstwerte. Hier ist 
N=P und M= — pP, Nach Gl. 10 also 

_P Pp Pp _j__^_Z. L_ 

^ F I p p'kJEz+p fcJP zi-p' 

Der Querschnitt A SB soU als gleich- 
schenkliges Dreieck ausgebildet und die 
Höhe h desselben zu 2,5 r angenommen 

werden. Es ist dann yo = r + -5-=0,73ä 

o 

und nach Gl. 17 
fc = — 1 + 1,46 [Zn-3,5. 1,4— 1] = 0,115. 

P z 



Damit wird <r= — 8,7 



«+|ä 



Ander 



h P 

Innenkante für if = — -^ wird «r^ = + 8,7 • ^ 

2 

und an der Aufsenkante für z =: — h 

<ri = — 4,35 ^ . Ist P = 5000 ^, die zu- 
lässige Eandspannung ^2 = '^^^ *^) ^^ erhält 




man 



die erforderliche Querschnittsfläche P=?^^;^^^=58cma. Mit Ä=12,5 



cm 



OTT 9 . 58 
also r = 5 «n wird b = -r- = ' -^ =r 9,3 c™ . Statt des scharfkantig drei- 

n 12,5 

eckigen Querschnittes wird eine gewisse Rundung der Ecken und Seiten aus- 
geführt, wie in Fig. 31 einpunktiert 

Keck« Eluiizit&toleliTe. II. ^ 
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Nach GL 11 würde mit J=--— - (Bd. I S. 21 GL 25) die Spannung 

lo 

p p 

an der Innenkante (r^ = S-=- and for die AnCBenkante <rj = — 4,55 -^ . 

Nach der Regel für den geraden Stab würde hier TÖlUg abweichend 

<r=^, j^z=Y^l j^'Z] d.i. mit ^ = — -, flj = D,38y und 

2 P 

mit z = -^hy <r, = — 7,75 t=- . 



b) Forminderang, Dehnung nnd Biegung. 

Von den elastischen FormänderuDgen soDen hier nur die mit 
den Normalspannungen entstehenden, d. h. die Dehnung und Biegung 
verfolgt werden, unter der Annahme, da(s die angreifenden äufseren 
Kräfte mit der Erümmungsebene des Stabes, der „Stabebene*" zu- 
sammenfallen und je eine der Sehwerpunktshauptachsen aller Stab- 
querschnitte in dieser Ebene liegt, finden alle Dehnungen und 
Biegungen in der Bichtung derselben statt. Die Formänderung 
der Stabmittellinie besteht also lediglich aus einer gegenseitigen 
Yerrückung ihrer Elemente innerhalb der Stabebene, und mit allen 
diesen Verrückungen ist auch die Formänderung des Stabes selbst 
bekannt. 

Beziehen wir die Stabmittellinie auf ein in ihrer Ebene 
liegendes rechtwinkliges Achsenkreuz xy (Fig. 32), dessen Anfangs- 
punkt etwa in die Linie 

falle, so ergibt sich ^'^- ^^• 

die Formänderung des 
Stabes, bezw. seiner 
Mittellinie aus der 
Änderung Ax und Ay 
der Koordinaten und 
^f> des Bichtungswin- 
kels der einzelnen Ele- 
mente derselben. Zur 
Berechnung dieser Ver- 
rückungen benutzen wir 
die Castigliano'sche 

Gl. I S. 21. Wir verfolgen die Bewegung eines beliebigen Punktes 
der Stabmittellinie mit den Koordinaten Xy^ und y^ von Bi nach Bi 
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und die Änderung des Bichtungswinkels q^i der Tangente daselbst 
Denken wir uns zu den tatsächlich wirkenden Kräften in Bi zwei 
Kräfte P« und Py hinzugefügt, welche diesen Punkt in der positiven 
^- und 2/ -Sichtung zu yersehieben streben, und ebenso im Quer- 
schnitte bei jBx oin Moment Jf^, das die Tangente an die Stab- 
mittellinie in Bi rechts herum zu drehen strebt» so tragen diese 
drei mechanischen Gröfsen zur Formänderungsarbeit 9l< bei und 
letztere ist als Funktion jeder von ihnen anzusehen. Nach Gl. I 
S. 21 ergeben sich daraus die Yerrückungen Aa^i^ Ay^ und Aq)^ zu 

Es ist nun zunächst der Wert %i aus den überhaupt wirkenden 
Kräften abzuleiten. 

Auf einen Querschnitt tt mit den Schwerpunktsordinaten x 
und y und dem Tangentenwinkel der Stabmittellinie q> wirke im 
ganzen eine Normalkraft iV' und ein Moment M' . Dann ergibt 
sich nach GL 10 S. 38 die im Abstände z von der zur Stabebene 
senkrechten Schwerpunktsachse im Querschnitt ti herrschende 

Spannung zu = — - H — — + —7-77 — ; — . Emem an dieser Stelle 

® F qF QkF Z + Q 

gedachtem Körperteilchen dv vom Querschnitt dF und der Länge 

z ~f~ o 
ds (vergl. Fig. 24) entspricht dabei nach Gl. 4 a S. 12 eine Form- 

6 
änderungsarbeit ^ ^ = =^ ^r-= — , wenn da der Abstand 

der das Teilchen begrenzenden radial gerichteten Schnittebenen, in 
der Stabmittellinie gemessen, bezeichnet. Der durch jene Schnitt- 
ebenen begrenzten Körperscheibe kommt daher eine Arbeitsmenge 

^8l<= 1^ — —ds'dF'O^ zu, woraus mit obigem Werte von folgt 

^^ ^^'-"2^Jl-j^ + ^ + ^fcp'7+^J -T"^^' 

Die Werte N' und M' bestehen aus den von den tatsächlich 
wirkenden Kräften herrührenden Teilen iV, bezw. M und den von 
den Hülfskräften P«, Py und Jf] geleisteten Beiträgen. Zu der 
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Nonnalkraft JV' leistet P« den Beitrag P«cos9) = P«-^- und P, 

ds 

den Beitrag P,8iii9>»P,-3^. Zorn Moment M' leistet P« einen 

Beitrag P*-(yi— y) nnd Py einen solchen — Py-(^i — ar), wiUirend 
das MomMit Mi in voller Grölse nar za M' beitrigt Damit wird 

j>r'«JV+P,.^ + P,.^ und if' = Jf+Jfi + P.(yi-y) 

ds ds : 

— Py (^1 — ai) , Mit diesen Werten erhUt man ans 61. 2 dnrch 

Integration fBr die Stablänge AB^ 



3) 



^i=^\äs 



(iV+P,.^VP..g)i+(jf+if.+P.(y.-y) 



— •» 



-P^(ar, -«)) A + {M+Mi+P,iyi -y)-PM -a:)] 



qF 



.J 



dF. 



QkF{z-\-Q)\ Q 

Durch Bildung der partiellen Differentialqaotienten nadi den 
reränderlicb gedachten drei Hfil&grO&en P., P, und M^ und, wenn 
man diese gleich Null setzt, erhält man 

F ds qF QFk z + Ql Q 

M 




^y^==^=^ Up+^+ 



F qF QFk z + qJ' 
1 dy Xi — X Xi — X z \z+Q 



iL ^_ 

\F ds 



QF QFk Z+Qj Q 



dF'ds, 



^' 5iKi e]]\f^ QF^eFk z+eJ 



— «1 



(^+ ,^. ! ■ y -±^-dF-de. 



qF QFk'{z -bQ)/ Q 
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Beachtet man bei der weiteren Entwicklung, da& SdF=F, 
SedF=0, [-^dF'^—k-F und [-^dF'^Q-kF, so 
folgt 



4) 



iflBi 









MF ]JSFq ]£!Fq 



Cvi -y)d8 



i(Bi 



+ 



JEQ^Fk 



5) 



»Vi 



^..-\^+ 



Vi 

M»dy 





Vi 



N'(pc^'- x)d8 



iX| 



6) zJ??! 



JV 



d8 + 



1»! 

M-ds 




M' (af5, 



aß)rf« 



JEQ^JFk 



M'ds 



Kann für Stäbe mit schwacher Krümmung mit genügender 
Annftherung gesetzt werden Q^'F'k = J^ so vereinfacht sich die 
Anwendung der 61. 4—6 dementsprechend. Für den geraden Stab 
mit ^ = oc ist genau Q^Fk = J und aufserdem verschwinden die 
Glieder, welche neben den endlichen Werten E und F noch q im 
Nenner haben und die Gleichungen 4—6 nehmen dann folgende 
einfache Formen an 



»A 



5 a) 



^»1 = 



2r dy 



6 a) 



^?'i = 




00 



/9«l 

[Mds 



+ 



I», 
M'X-ds 
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Die Gl. 4a — 6a erhält man anch direkt, wenn man die 
Spannong a in der ArbeitsgleicbuDg 2 S. 51 statt darch Gl 10 
S. 38 dnrch die Gleichung ö= — + — =- ausdrückt 

Id vielen Fällen der Anwendung, wo es sich nm Terhältnismäfsig 

schwache Stabkrflmmang handelt-, insbesondere bei den im Brflckenbaii 

als Bogentrfiger vorkommenden einfach gekrümmten Stäben, können 

die Gl. 4a— 6a mit vJ}llig genngender Genauigkeit benutzt werden. 

Anwendongeii. 

Beispiel I: Ein ItreufSnolg gebogener Stab von 90" Bogenwiokel 
(Fig. 33) ist an Beiaem einen Ende lotrecht eingespannt nnd durch eine zentral 
g«richt«te, also lotrechte Kraft 

Pergriffen. Welche elastische ^'S- ^^■ 

VerrQcIcnngen Jx, nnd J^j ^ 

erfuhrt der Schwerpankt B^ 
des AngrifisqaerschnitteB und 
anter welchem ^J^o, neigt 
•ich der letztere gegen die 
Lotrecht« ? 

Mit den ans der Fignr 
ersiebtUchen Bezeichnnngen 
hat man fBr den QnetBchnitt 1 1 
N=P eiit</>. 
Jf=— P/>Binp, 
a!=/..{l — ain-f), 
d x = — /» - cos ^-dy, 

y ^ /) ■ cos p , 
(iy = — (Dsinpd^, 

a^i =!/]=/'. 
Damit erhält man nach GL 4—6 dnrcb Integration twischeu den Qrenien 
und X, beiw. -^ und 





''Ky 






X.r 




/ 


7 / ■ 




.-/ 


7 i ' 


vi 


y^l 






A 


-^/!>yi?^^i; 





1- 



^. 



\ sin a{\ ^ cos (f) d p 



« j./, 



_ r f ■ 



Die Benotinug der Gl. 4 a — 6 b liefert 



-- \ sintscoeoi ■ rfw +■ 
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Das negative Vorzeichen von J ^^ deutet eine Erümmungsverminderung an. 
Ist der Querschnitt ein Bechteck von der Höhe h und der Breite b und 

gilt für das Krümmungsverhältnis -^ = 2, so ist nach Gl. 13 S. 40 /: = 0,0216, 

F=bh, J^rrs-y^, uud mau erhält nach Gl. 4—6 

45.P . 22,5P.7r . 46.P ^. , , ^, . . 
^Xt = ^=rT— , -iyi = — Wr — » Jf!»i = ^r^, während nach Gl. 4a— 6a 



Eb 



Eb 



41 P ^ 24,5P.?r , 



48. P 



Eb ' "'*~ J^& ' "^'"^ ^^ 
ergehen. 

Für schwächere Krümmungen, d. h. gröfsere Werte für -^ fallen die Ah- 

weichungen naturgemäfs entsprechend geringer aus. 



als Annäherungswerte sich 
P 



IV. Der ringförmig geschlossene Stab unter der 

Wiricung von Radiallcräften. 

' a) Radiale Einzelkräfte. 

Ein kreisringförmig geschlossener Stab von überall gleichem 
Querschnitt (Fig. 34) befinde sich unter der Wirkung zweier eotgegen- 

Pig. 34. 





■ 
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i 

gesetzt gleicher, in der Bichtangslinie eines Durchmjessers angreifender 
Kräfte P im Gleichgewicht. Die Frage, welche Normalkraft und 
welches Moment in irgend einem Querschnitte tätig sind, läfst sich 
mit Hülfe der statischen Gleichgewichtsbedingungen nicht beant- 
worten, denn jedes aus dem vollen Ringe etwa herausgeschnitten 
gedachte Bingstück unterliegt im aUgemeinen in jedem der beiden 
begrenzenden Querschnitte der Wirkung eines Momentes und einer 
Normalkraft, welche bei Erhaltung seines Gleichgewichtes mitwirken. 
Zur Bestimmung dieser vier unbekannten sind nur drei Gleichungen 
vorhanden, die Aufgabe ist einfach statisch unbestimmt und nur unter 
Berücksichtigung der elastischen Formänderung zu lösen. Die 
Formänderung, welche der Bing erfährt, besteht darin, dafs seine 
Ereisringform in eine länglich ovale Form übergeht, die aber er- 
sichtlich in Bezug auf die Kraftlinie symmetrisch ist. Daraus 
folgt, dafs die Stabquerschnitte in der Bichtung der Kraftlinie und 
senkrecht dazu auch nach eingetretener Formänderung noch senk- 
recht zueinander stehen, also ihre gegenseitige Bichtung 
nicht geändert haben. Denkt man sich nun durch zwei Ebenen 
^2^2 ^^^ hh .^^ ^^^ Bichtung der Kraftlinie und senkrecht dazu 
einen Quadranten herausgeschnitten, so unterliegt derselbe im Quer- 

P 

schnitt t^ti einer zentrischen Normalkraft -^ und einem Moment ÄI^ 

p 

und im Schnitt t^t^ einer Tangentialkraft — nebst einem Moment 

M2* Für einen um den 2^(p gegen titi geneigten Schnitt erhält 
man daraus eine Normalkraft 

P P 

1) N= ö" cos fl? und ein Moment 2) M=-^q{1 — cos 9) — - Jlfi . 

Die Bichtungsänderung Aq>^ der den Quadranten begrenzenden 
Querschnitte ist nun einerseits gleich Null, mufs anderseits aber auch 
die Gl. 6 S. 53 erfüllen. Daraus folgt mit s^Q-tp und d8 = edq> 
die Beziehung 

«^'o ^0 

^P (l — cosq)) d(p [ My'dq) 



2 EFk yEF'Q'k 
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Die Aosfühnmg der Integration and Lösung der Gleichung ffir 
Ml liefert 

3) 3,.=.:?^(,_2 1 \. 
^ ^ 2 \ Jt l+k) 

Die Annäheningsgleichung 6 a S. 53 ergibt die Beziehung 

"^"^'-^^Te"^}^ ej J je ' 

woraus folgt 

-) -.-¥('-i)- 

Mit diesen Werten für das Moment Mi in titi erhält man fOr 
einen beliebigen Querschnitt aus Ol. 2 das Moment 

4) ^=— -^ (-.—-— - — cosg?), oder annähernd 

2 \;r 1 +Ä; / 

4a) j,= ^(|_co89, 

2 1 
Für denjenigen Winkel 9, für welchen - , T. = co9y» bozw. 

2 

-»cos 9 ist das Biegungsmoment gleich Null; für kleinere Winkel 

negativ, für gröfsere positiv. Für 9 = 90 ^ im Querschnitt t^ t^ wird 

5) Jfo = — - . ^. bezw. 5a) -M, = — ^ . 
^ ^ ;r(l+Ä:) ^ ^ n 

Sind so fär einen beliebigen Querschnitt nach Gl. 1 die Normal- 
kraft und nach Gl. 4 das Biegungsmoment bekannt, so kann man 
die Normalspannungen in bekannter Weise ermitteln. Die Schub- 
spannungen lassen sich mit für die Anwendung hinreichender Ge- 
nauigkeit nach den Bd. I S. 181 entwickelten Begeln beurteilen. 

Es mdge auch hier noch ffir bestimmte Qaerschnitts- bezw. Erftmmangs- 
verhältnisse die Abweichung der Bechnungsergebnisse Dach Gl. 3—5 und 
Gl. 3 a~ 5 a gezeigt werden. 

Der Querschnitt sei ein Bechteck und r'= 1>^- Dann ist nach GL 13 S. 40 

h 

k = rund 0,04 und nach Gl. 3 und 5 

M^ = 0,194 P- /> M^ = 0,307 P. ^ ; nach Gl. 3a u. 5a aber 
3fj = 0,181 P./> Jlf2 = 0,318 P./>. 

Pör ^==2 wird »; = 0,0216, und damit nach Gl. 3 und 5 Jtfi = 0,19P.^ 
und Jlf,==0,31P/), während GL 3 a und 5 a fiir alle Verhältnisse ^ die 
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Stäbe. 



gleichen HonientejU,=0,lSlP'/> nndJf, =0,818 P/> liefern. Die Abweichong 
dcB gtöliieti Homentcs if, ist also [Gt £ = 1,5 , gleich etw* 3,6 */> ""l ^ 

^^2, gleich etwa 2,5*/i>, ffiigröfsere Werte Ton ^ also TÖllig vetschwiDdend. 
Die gTi>rsteB SpannnngeD fallen nach Gl. 10 8. 38 berechnet allerdings erheblich 
grSfter am als nach der AonShernngsgleichnDg fftr gerade Stäbe (vergl. S, 3^*). 

b) Glficbmäfsig verteilte Badialkr&fte, Spannungen in 

SeAfswänden. 
Än&ere Kräfte in der Form von gleichmärsig rerteilten Radial- 
Icr&ften kommen in der Anwendung namentlich als innerer oder 
fturserer Flfiasigkeitsdrack anf zylindrische Geföfinände vor. Denkt 
man sich nSmlich ans dem OefUämantel Fig. 35 a n. b dnroh zwei 
Ebenen 1 1 und 2 2 senkrecht za seiner Achse ein Kreisringstflck 
heran^eschnitten, so ist dieses als ein ringlOrmig geschlossener Stab 
Fig. 35. 






e b(i:*dxi{9r^ar) 




anzosehen. Bezflglich des änfseren Qleicbgewictites eines solchen 
Ringstfickes ist jedoch zu beachten, dafs zn den Radialkräften 
(FlOssigkeitedmck) noch AchsialkrSfte, nSmlicb die aaf die kreia- 
TingfSrmigen Schnittflächen wirkenden Spannkräfte, welche in ihrer 
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Gesamtheit gleich der achsialen Flfissigkeitsdmckkraft sind, hinzu- 
treten. Da indes auch ringförmig geschlossene Stäbe vorkommen, 
bei denen derartige senkrecht zur Stabebene wirkende Kräfte fehlen, 
so mögen diese, übrigens fflr sich allein im Gleichgewicht stehenden 
Kräfte zunächst auch hier aufser acht bleiben und lediglich die 
in der Stabebene, bezw. in deren Bichtung auftretenden äufseren 
und inneren Kräfte in ihrem gegenseitigen Gleichgewichte verfolgt 
werden. 

Um die abzuleitenden Begeln tunlichst allgemein zu gestalten, 
möge gleichzeitig eine innere Badialkraft p^ und eine äufsere p^ 
fär die Flächeneinheit des inneren und äu&eren Bingumfanges ange- 
nommen werden. Der Querschnitt des Stabes sei rechteckig. 

Innerhalb des Stabes werden nun sowohl in ebenen Badial- 
schnitten (Querschnitten), als in konzentrisch ringförmigen Schnitt- 
flächen Normalspannungen zu erwarten sein. Wir bezeichnen erstere, 
weil stets tangential zur Stabmittellinie in dem betreffenden Quer- 
schnitte gerichtet mit a«, letztere, weil stets radial gerichtet mit ör. 

Die Verteilung der Spannung ö^ über die einzelnen Querschnitte 
wird keine gleichmäisige, bei der herrschenden Symmetrie aber in 
allen Stabquerschnitten dieselbe sein. 

Die Spannung ö^ wird sich zwar gleichmäfsig über die einzelnen 
konzentrischen Schnitte verteilen, sich aber im allgemeinen mit 
deren Halbmesser x ändern. 

Denkt man sich ein konzentrisches Bingelement von der Dicke dx 
aus dem Binge herausgeschnitten (Fig. 35 c), so unterliegt dieses 
den aus der Figur ersichtlichen, für sich im Gleichgewicht befind- 
lichen Kräften. Trennt man dieses Bingelement durch einen Schnitt 
in zwei Halbkreisringstücke, so müssen auch an diesen die in der 
Figur bezeichneten Kräfte im Gleichgewicht sein. Daraus ergibt 
sich die Beziehung 

2h*dx' öt^2{x + dx)h'{Or + da^ — 2x'hör, 
d. L vereinfacht und unendlich kleine Gröfsen höherer Ordnung 
vernachlässigt 

i\ dör 

1) öj— (7,. = a?.-— . 

ax 

Die Spannungen ö^ und o^ entsprechen bestimmten Dehnungen 
€t =-^ und er= -^ in tangentialer und radialer Bichtung. Ist J«r 
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die elastische ÄDderuog des Radius x, so ändert sich der umfang 
des Bingelemeates nm 2x-Jx und man hat 
_ 2w- Ja; _ Jx 
2^-x X 
a ferner Jx die elastische Änderung von x, so ist dJx die 
he loderang der Dicke dz des Ringelenientes und man bat 

- ''■^^ Aus Gl. 2 u. 3 folgt nun 



= E-€,= E- 



dx 
Jx 



hin dnrch Differentiation der Gl. 5 

^ = E^^ . Mit den Werten 

dx dx^ 

. 4—6 erhält man aus Gl. 1 

d^Jx xdJ.r — dx-dx d^Ax x 



dx^ dx'X^ dx^ dx 

iTch Integration 

-r-— -^ ^ = c, , oder dJx-x-\-dxJx=d(x-Jx)=c,x-dx. 

dx X \ ' i 

iitere Integration ergibt 

, c..r^ , , , cjx , c-i . dJx c, c-, 

a;.jj. = _i_ — 1-^ also Jx = --- + -- und —; — =~ — ^. 
a 2 X dx 2 X* 

wird nach Gl. 4 u. 5 

o,-£.(^ + A) u.d 11) <.,= £-(5-^). 

1. 10 n. 11 stellen die Gesetze der Spannungsverteilung dar; 
ben nur noch die Eonstanten c^ und c, zu bestimmen. Das 
iht am besten mit Hülfe der Gl. 11, in welcher fttr x = r, 
I und för x = B, ör = p^wird. Man erhält damit 

^=-^■(2--^) "°^ F, = £-(|-;f2). woraus folgt 
'^^^-E^^ ''"'^ "'= E(Ä^J) ■ 
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Nach Gl. 10 n. 11 wird somit 

. Qx _ R^pa — r^pi __ B^r'^(pa-pi) 

^"^^ '^ 122 -r2 a?2(222-r2) * 

Für x = r und x^R ergeben sich die EaDtenspannuDgeD 
ö«., Cr., Ot^ und ^r« zu 

.ßx ^ __ (i22' j>q — r2»;y<) + r2(p^ — Pj) 

^^) ^'a - 722 -r2 ' 

.rjx ^ _ (J22 'f>q — r2 pi) — r2 (j>a — pi) 

^^) ^^a- R^ — r^ 

Die 61. 14—17 lassen sich, wenn p^ und p^ und zulässige grGfite 
Anstrengung des Materials gegeben, auch zur Bestimmung der Quer- 
schnittsabmessungen, bezw. der Binghalbmesser 22 oder r benutzen. 

In vorstehender allgemeiner Entwicklung sind die Flächenkrftfte 
Pa und pi positiv angenommen. Ist pa oder pi oder sind beide 
negativ, so kehren die Vorzeichen der betreffenden Glieder sich um. 
In den bei weitem zahlreichsten Fällen der Anwendung, in denen 
es sich um inneren oder äufseren Flüssigkeitsdruck handelt, ist 
sowohl pa als Pi negativ. Dieser praktisch wichtige Fall soll hier 
noch weiter behandelt werden. 

Kommt nur innerer Überdruck in Frage, ist also pa^O und 
Pi negativ, so nehmen die Gleichungen 12 u. 13 die Form an 

22 
Danach ist Ot stets positiv (Zugspannung), und, weil — ^ 1, 



(T,. stets negativ (Druckspannung). Für ^=:22 am äulseren umfange ist 

2 r^pi _ 2pi 



20) <^.= ^ZIii = -rm?- °«ä 21) "'. = <>• 
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Am inneren Umfange, für x=^r, wird 

22) ö'/==^*:k^zi^-^H^+:b2z:^2J ^°d 

23) • ör,= — Pi. 

Ist beispielsweise — »= 2, so ist am äufseren Umfange 

T 

2 5 

(7,^= -jj. und am inneren <^f,.= ö^Pi, letztere Spannung also 2i^ mal 

80 grofs als erstere. Das in Oleichung 18 enthaltene Verteilungs- 

gesetz der Spannungen o^ wird für das Verhältnis — = 2 geometrisch 

durch die in Fig. 35 a angedeutete bezügliche Linie dargestellt. 

Aufser den in den Gleichungen 18 — 23 berechneten Spannungen 
öt und Or wirken nun, wie weiter oben bereits angedeutet, auch in 
der Längsrichtung der Gefäiswand noch Spannungen o^^ die als 
gleichmäfsig rerteilt über die Ringquerschnitte angenommen werden 
können. Da die achsiale Druckkraft der Flüssigkeit D^n^i^pi 
ist, so erhält man 

Bei innerem Überdruck ist demnach von allen in der zjlin* 
drischen Gefäfswand auftretenden Normalspannungen die Spannung Ct^ 
am inneren Umfange die bei weitem gröiste. Ist für sie ein be- 
stimmter Gröfstwert Ot^ vorgeschrieben, so läfst sich mit Hülfe der 
Gl. 22 zu einem durch die Zweckbestimmung meistens gegebenen 
inneren Halbmesser r, der äufsere R oder die Wandstärke bestimmen. 
Man erhält 



24) a^^-^^^^ 



25) R^r^^!i±^. 

Aus Gl. 25 ersieht man, dafs aus einem Material von bestimmter 
zulässiger Normalspannung a ein zylindrisches Gefäfs nur für einen 
begrenzten inneren Überdruck möglich ist. Mit pi^Ct^ wird B^oo 
und für pi > Ot^ imaginär. Das erkennt man auch aus Gl. 22, nach 
welcher Ot^ mit wachsendem äufseren Halbmesser R zwar abnimmt, 
aber selbst für JB = oo noch gleich pi ist. 

Will man anstatt der gröfsten Normalspannung die gröfste 
Materialanstrengung s für die Bemessung der Wandstärke mafsgebend 
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Ör. + Öa 



sein lassen, so bat man nach Bd. I S. 62 Gl. 5 s=öt. — 

nnd unter Beachtung der Ol. 22, 23 u. 24 und mit m = 4 

. _ ig^(m+l) + y'^(m — 2) _ bR^+2r^ 

^^^ ^'^^^ m{B^-r^) "" -P^* 4(Ä2-r2) ' 

Die Lösung für B bei gegebenen r, pi und /; führt zu 



m 



27) Ä 






Nach Gl. 27 bleibt i2 nur reell, d. h. ein Gefäfs mit hin- 
reichender Wandstärke ist nur möglich, wenn pi^ 0,8-5. 

Bezeichnet man die Manteldicke des Oefäfses mit d, so dafs 

B=^r + d, so wird nach Gl. 22 Ot=:pi-y^ — ; ., . . Handelt es 

^ {2r+o)d 

sich um Gefäfse von grofsem inneren Halbmesser und um kleinen 
inneren Überdruck pi und demnach kleinere Wandstärke d, so kann 
man ohne merklichen Fehler d als Summand gegen r vernachlässigen 
und erhält dann 

28) '^' = ^- 

Gleichung 28 entspricht der Annahme gleichmäfsiger Ver- 
teilung der Spannungen ö^ über die Mantelstärke d und läfst sich 
auf Grund dieser Annahme leicht auch direkt ableiten. Ist o^ vor- 
geschrieben, Pi und r gegeben, so erhält man die erforderliche 
Wanddicke 

29) *^ = ^- 

Folgende Zahlenrechnung möge zeigen, inwieweit die Ergebnisse nach 
der Annäberungsgleichung 29 mit denjenigen nach Gl. 25 und 27 überein- 
stimmen. Die gröfste Normalspannung «r^ bezw. Anstrengung 8 seien f&r 
Gufseisen als Material je gleicb 300 ^. Dann ergeben sieb für verscbiedene 
innere Überdrucke p,- folgende Wandstärken : 





Nach Gl. 25 


Nacb Gl. 27 


Nacb Gl. 29 


i>i»* 


B 


(^ 


R 


<J 


d 


10 


1,034 r 


0,034 r 


1,03 r 


0,03 r 


0,033 r 


25 


1,086 , 


0,086 „ 


1,08 „ 


0,08, 


0,083 „ 


50 


1,180 „ 


0,18 „ 


1,17,, 


0,17 „ 


0,167 „ 


75 


1.294 „ 


0,294 „ 


1,28 „ 


0,28, 


0,25 „ 


100 


1,41 , 


0,41 . 


1,41« 


0,41 „ 


0,33 „ 


150 


1,73 „ 


0,74 „ 


1.82 „ 


0,82, 


0,50 „ 


200 


2,24 „ 


1,24 „ 


2,82 „ 


1,82, 


0,67 „ 


240 


3,00 „ 


2,00 „ 


oo 


OO 


0,80 „ 
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Vontehende Bechnung läfst erkennen, daTs bis zu einem Überdruck von 
50 ftt Gl. 29 noch fast völlig mit Gl. 27 übereinstimmende, för höheren Drack 
aber mehr und mehr nach unten abweichende Wandstärken liefert. GL 25 
ergibt gegenüber Gl. 27 bis 100 »t etwas gröfsere, darüber hinaus allmählich 
stärker abweichend kleinere Werte &, was sich aus dem mit pi steigenden 
Einflüsse von <r^ = — Pi und dem mit wachsendem pi yerhältnismäfsig ab- 
nehmendem Einflüsse von «r« erklärt. Bei höherer zulässiger Spannung, wie 
sie für Schmiedeeisen oder Stahl in Frage kommt, ist die Übereinstimmung 
der Ergebnisse nach den drei Gleichungen noch weitergehend. Der Umstand, 
dafs nach Gl. 27 für !>< = 240 •* und nach Gl. 25 für Pi = 300 »t bei der ge- 
gebenen Spannung «r^ bezw. Anstrengung 8 eine unendlich grofse Wandstärke 
erforderlich, also ein Gefäfs unmöglich wird, findet seine Erklärung in der 
aus Gl. 18 und Fig. 35 a ersichtlichen mit wachsender Wandstärke geringer 
werdenden und mit ^=oo völlig verschwindenden Ausnutzung der nach dem 
äufseren Geföfsumfange zu gelegenen Materialmengen. Um eine gleichmäfsigere 
Ausnutzung der Festigkeit des Gefafsmantels, bezw. eine Widerstandsfähigkeit 
derselben gegen höheren Druck zu erreichen, bietet sich die Möglichkeit und 
pflegt man beispielsweise bei Geschützläufen das Gefäfs aus mehreren kon- 
zentrischen Ringen herzustellen, derart, dafs die äufseren Ringe bis zum ge- 
wissen Grade erwärmt auf die inneren „aufgezogen** werden. Dadurch erhalten 
die ersteren schon ohne inneren Flüssigkeitsdruck positive, die letzteren dagegen 
negative Spannungen «r^. Bei entsprechender Bemessung der Lichtweiten der 
einzelnen Ringe vor dem Aufziehen läfst es sich mit einer gewissen Annäherung- 
erreichen, dafs die einzelnen Ringe je an ihrem inneren Umfange die gleiche 
Spannung o^ erhalten. (Yergl. Fig. 35 a.) 

Ist der Bingstab, bezw. das zylindrische Gefäfs nur einem 
äufseren Überdruck pa ausgesetzt, während pi = ist, so erhält 
man aus Gl. 12 und 13 mit negativem pa 

Man erkennt, dafs öt überall gröfser als Or und mit abnehmen* 
dem X also nach innen wächst Mit a7»r wird 

32) ö, 2.J^^ und 

33) örj = 0. Mit a? = Ä wird 

35) o. p,. 
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R 8 5 

Für — = 2 wird Ot.^-^-p^ und a,^ = — -.p^, also 

R r 

Für — = oo,al80— = wird Ot^^ — 2pa und <J^^==— i>a. 

Der unterschied zwischen o^. and (7,^ ist also sehr yiel geringer 
als bei innerem Überdruck und h()chstens — ^ = 2 . 



Die Achsialspannung wird jetzt 






Die auftretende stärkste Spannung ist wieder a«.. 

Bei vorgeschriebener Druckspannung —-Ot. und gegebenem pa 
und r erhält man aus Gl. 32 

37) JJ = r.y. — %—. 

Die Materialanstrengung tangential und radial am inneren 
Gefäfsumfange ergibt sich nach Gl. 32 u. 36, da Of. und a^ gleich- 
sinnig und a^^«0, zu 

R^ ( 1\ R^ 

39) *.= + 4^^ = 0.75. -|f^. 

. In Gl. 38 u. 39 ist s^ eine Druck- und Sr eine Zuganstrengung. 

Für die Berechnung der Wandstärke ist derjenige beider Werte 
zu berücksichtigen, welcher für die Zerstörung des Gefäfses am 
gefährlichsten ist. Bei Stoffen von annähernd gleicher Zug- und 
Druckfestigkeit ist die gröfsere Druckanstrengung st auch stets die 
gefährlichere; bei solchen von erheblich geringerer Zugfestigkeit, 
wie Gufseisen, kann auch die Zerstörung durch Sr, d. h. durch 
Zerreilsen in der radialen Richtung erfolgen. Aus Gl. 38 u. 3i> 

erhält man — = — ^ — = 2,33. Da bei Gufseisen die Druckfestig-t 

keit mindestens 5 mal so grofs ist als die Zugfestigkeit, so mufs 
die Zerstörung bei diesem Material durch Zerreifsen in radialer 
Richtung erfolgen. 

Keek, Elastizit&tolehre. IL ^ 
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Je nachdem st oder Sr itir die BerechDung der Wandstärke 
mafsgebend ist, erhält man 

40) Ä = i>« • V r^T- oder 

41) Ii^Pa'^/ ^^::t-. 

r 9r — 0,ibpa 

Handelt es sich um einfache lediglich von Badialkräften p^^ oder Pi er- 
griffene Ringstähe, so verschwindet in den Ausdrücken für die Anstrengung 
s bezw. Sj und s^ die Spannung «r« und man erhält leicht für den Fall Pa = 

_ B^m 4- 1) -f r^(m — i) _ 5 J?« 4- 3 r^ 

* ~ ^' m . ( Ji« — r2) " — 4 (Ä* — r*) 

und für den Fall Pi = 

Ä^ = (T,. = ^5 7 und «^ = =^ — ^3 5— . 



IV. Der Yollwandige Dreigelenk-Bogenträger. 

a) Allgemeines und Angriff beliebiger Kräfte in der Bogenebene. 

Nach den Aosf&hrangen auf Seite 6 befindet sich ein durch 
zwei feste Stützgelenke gehaltener, von beliebigen Kräften in seiner 
Krfimmungsebene ergrifiener, einfach gekrümmter Stab im Zustande 
einfach statisch unbestimmten Oleichgewichtes. Durch Einfügung 
eines Zwischengelenkes läfst sich dieser Zustand in einen statisch 
bestimmten umwandeln (vergl. S. 7), wodurch das als „Dreigelenk- 
Bogenträger^ bezeichnete Bauwerk entsteht. Die beiden festen 
Stützgelenke werden „Kämpfergelenke'' und das meist nahe^ oder 
in dem höchsten Punkte der Bogenmittellinie, dem ^Scheitel'' ein- 
gefügte dritte Qelenk als „Scheitelgelenk*" benannt 

Die das Gleichgewicht gegenüber den angreifenden Kräften 
(Lasten) herstellende, in den Kämpfergelenken A und B (Fig. 36 a) 
angreifenden beiden Stützkräfbe Wa und TF^, welche nach Bichtung und 
Oröfse unbekannt sind, können stets mit Hülfe der drei statischen 
Qleichgewichtsbedingungen, denen das ganze Bauwerk unterliegt, 
und der weiteren Gleichgewichtsbedingung für seine beiden Hälfken, 
nämlich der, dafs ein Drehungsmoment in Bezug auf das beide ver- 
bindende Scheitelgelenk C nicht vorhanden sein darf, bestimmt werden. 

In folgendem möge die Lösung der Frage des äufseren 
Gleichgewichtes für beliebige in der Bogenebene liegende Kräfte 
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^1» Pii Pz ^w. zunächst graphisch geschehen, indem man die 
Lasten zu einem Erafteck 12 345... zusammenträgt und zu ihnen 
durch die drei Gelenkpunkte ^, C und -B ein Seileck ADEFGB 

Fig. 36. 



^«.. 







^',=^fb 



/,' 



V 

-"1'»^"'^ 






zeichnet. Ist der zu diesem Seileck gehörige Pol (Fig. 36 b), so 
erhält man in den Polstrahlen Ol und 5Ö die gesuchten Stütz- 
kräfte Wa und Wi,\ denn sie bilden mit den Lasten zusammen ein 
geschlossenes Erafteck 0123450 und ihre Mittelkraft (51) geht 
wie diejenige der Lasten (15) durch denselben Punkt J\ auch ist 
das Moment der an beiden Bogenhälften tätigen Eräfte — vr«, Px 
und P^ an der linken und P3, P4 und \\\ an der rechten — in 
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Bezug anf das Scheitelgelenk C gleich Null, denn die darch den 
Polstrahl 03 bezw. 30 dargestellte Mittelkraft jener Kräfte f&llt 
ihrer Lage nach mit der Seilecksseite JEF bezw. FE zusammen^ 
geht also durch O. Die gefundenen Stützkräfto fT« und Wt halten 
daher gegenüber den Lasten sowohl den ganzen Bogen als seine 
beiden Hälften im Oleichgewicht. 

Die zeichnerische Lösung kommt nach vorstehendem in der Hauptsache 
auf die Ermittelung des Poles zu dem durch die Gelenkpunkte Ä, B und C 
gehenden Seileck hinaus. In Fig. 36 ist der Pol wie folgt bestimmt : Mit 
beliebigem Pol 0^ ist das Hülf«sei1eck adefgb gezeichnet, durch die Gelenk- 
punkte A und C, bezw. B und C Parallelen zu 1 3 bezw. 3 5 gezogen, wo- 
durch auf dem Hülfsseileck die Schnittpunkte a, c, c^ und b festgelegt 
werden. Die durch 0, und parallel zu ac und bc^ gezogenen Polstrahlen 
Ol 6 und Ol 7 bestimmen auf den Geraden I 3 und 3 5 die Punkte 6 und 7 und 
die durch diese zu den Verbindungsgeraden A C und B C gezogenen Parallelen 
6 und 7 sind geometrische Örter des gesuchten Poles, der damit gefunden 
ist (vergl. Keck Mech. I 3. Aufl. S. 129). Die Mittelkräfte R^ und B^ der die 
Bogenhälften angreifenden Lasten werden im Erafteck durch die Linien 1 S 
und 3 5 ausgedrückt und gehen im Seileck durch die Punkte K und L . 

Jeder Querschnitt tt (Fig. 36 a) durch den Bogenträ^er trennt 
alle sich an ihm das Oleichgewicht haltenden äu&eren Erftfte 
(Lasten und Stützkräfte) in zwei Ornppen von entgegengesetzt 
gleichen Mittelkräften. Beispielsweise erscheint in der Figur far 
den Schnitt tt Ö2^R' als Mittelkraft der Kräfte TT« und Py 
linksseitig und 2 = — i?' als Mittelkraft der Kräfte Pj , P3 , P4 
und Wi rechtsseits vom Schnitt, im Seileck mit der Seite DE, 
bezw. ED zusammenfallend. In dieser Seilecksseite kommt also 
der Ausgleich der Kräftegruppen beiderseits der Schnittebene tt 
im Sinne des äufseren Gleichgewichts zustande; in ihr stützen sich 
die Trägerteile beiderseits des Schnittes gleichsam gegeneinander, 
und man nennt das so entstandene Seileck, den Linienzug ADEFGB 
daher auch wohl die „Stützlinie'' des Bogens zu den gegebenen 
Lasten. Bei stetiger Belastung wird das Seileck zur Seillinie, bezT^. 
die Stützlinie zu einer stetig gekrümmten Linie. 

Der Ausgleich, bezw. die Aufhebung der beiden Kräftegruppen 
beiderseits einer Schnittebene in ihrer statischen Wirkung auf den 
Bogenträger kommt zustande durch Vermittelung der in der Schnitt- 
ebene auftretenden Spannungen; die Mittelkraft aller Spannkräfte 
in derselben mufs daher nach Lage, Bichtung und Gröfse gleich 
sein der Mittelkraft R bezw. — Ä' der Kräftegruppen links und 
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rechts vom Schnitt und sich mit diesen an den durch den Schnitt 
getrennten Trägferteilen das Gleichgewicht halten (vergl. Bd. I S. 2 
unten). Der Linienzug ADEFOB verdient daher bezüglich der 
inneren Kräfte auch die Bezeichnung ^ Spannungsmittellinie'', oder, 
je nachdem es sich nach der Wirkung der äufseren Kräfte vor- 
wiegend oder ausschliefslich um Zug- oder Druckspannungen handelt, 
Zug- oder Druckmittellinie, oder auch einfach Drucklinie, welche 
letztere Bezeichnung namentlich bei den aus einzelnen Steinen her- 
gestellten „OewOlbebogen^ oder „Gewölben^ üblich ist, in denen natur- 
gemäfs Zugspannungen in erheblichem Mafse nicht auftreten können. 

Treffender als vorstehende Bezeichnungen und neuerdings mehr 
in Aufnahme gekommen ist die Benennung „Mittelkraftlinie'', weil 
die Mittelkraft aller von links oder rechts auf die einzelnen Bogen- 
querschnitte wirkenden äufseren Kräfte ihrer Lage and Wirkung 
nach mit der vom Schnitt getroffenen Seilecksseite, bezw. mit der 
Tangente an die Seillinie im Schnittpunkte zusammenfällt. 

Letztgenannte Bezeichnung drückt zugleich auch die Nutz- 
Anwendung des Linienzuges bei Ermittelung der in den einzelnen 
Bogenquerschnitten auftretenden Spannungen aus. Der Querschnitt 
tt, beispielsweise, wird von der Kraft 72' «02 getroffen, welche 

Fig. 37. 




seine Ebene im Punkte n im Abstände Zn von seiner zur Bogen- 
«bene senkrechten Schwerachse schneidet (vorgl. Fig. 37). Die Zer- 
legung der Kraft B! in eine Normalkraft N und in eine Tangential- 
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oder Qaerkraft Q, im Kraf teck (Fig. 36 b) aasgeführt durch Abb 
bei 8 rechtwinklige Dreieck 028, ermöglicht die Berechnung der 
Spannungen unter Anwendung der bekannten Segeln. 

Nach der 61. 10 S. 38 erhält man mit Jf = -^N-Zn und indem 
man einmal z=+^i und ein anderes Mal z=^ — ^ setzt, die 
liandspannungen 

1) 0, ^(i + ^ + ^,-^] und 

2) 0, ^(i + ^-J±.-^\ 

' ^ F\ Q Qk Q — e^r 

1 ( z 
worin k = — ~^\ — ; dF. 

In den bei weiten meisten Fällen der Anwendung ist der 
Krümmungshalbmesser q im Verhältnis zur Querschnittshöhe (ei + ^2) 
so grofs, dafs von einer Anwendung vorstehender genauer Formeln 
abgesehen und die für gerade Stäbe abgeleitete bequeme Gl. 4 bezw.4b 
Bd. I S. 227 mit völlig hinreichender Genauigkeit benutzt werden 
kann. Man erhält damit 

Sind kl und k2 die den Bandweiten Ci und — ^2 entsprechenden 
Kernweiten in der Richtung der in die Bogenebene fallenden Haupt- 
achse des Querschnittes, ist also J/cy = ki F und J/e^ = k2 F, so 
erhält man mit den mit aus der Figur 37 ersichtlichen Bezeichnungen 

N'f2 = Mt2 als Kernmomente, d. h. als Momente der äufseren Kräfte 
in Bezug auf die Kernpunkte ki und ^2 bezeichnet werden (vergl. 
Bd. I S. 265). Sind die Kernlinien des Bogenträgers, d. h. für alle 
Querschnitte die in die Bogenebene fallenden Kernpunkte ky und ko 
und die der Belastung entsprechende Mittelkraftlinie bekannt, so 
lassen sich mit Hülfe der Kernmomente nach Gl. 5 u. 6 in einfachster 
Weise die Bandspannungen a^ u. Ö2 für alle Querschnitte berechnen. 



f 
I 
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Ist nur die Mittellinie des Bogens und die MittelkraftliDie fQr 
eine gegebene Belastung, damit also auch f&r alle Querschnitte die 
Normalkraft N und ihr Abstand Zn von der Bogenmittellinie bekannt 
und bestimmte Bandspannnngen o^ und Oj vorgeschrieben, so lassen 
sich Gl. 3 u. 4 auch zur Berechnung der Querschnittsabmessungen 
benutzen. 

Aus den durch die Mittelkraftlinie fiir die einzelnen Querschnitte 
gleichfalls bekannt gewordenen Querkräften können nach den in 
Band I S. 179 u. f. entwickelten Kegeln die Scherspannungen, sowie 
nötigenfalls aus diesen und den Normalspannungen die Stoif- 
anstrengungen ermittelt werden. Bei Bogenträgern fallen die Quer- 
kräfte indes meist verhältnismäfsig so gering aus, dafs ihr Einflufs 
auf die StofTanstrengungen aufser Acht bleiben kann. 

b) Lotrechte Kräfte in der Boj^enebene, feste nnd bewegliche Lasten. 

Mit dem unter a erläuterten VerfiEÜiren lassen sich fOr beliebige, 
in bestimmter Lage ruhende äufsere Kräfte die die einzelnen Bogen- 
querschnitte angreifenden Momente, Normal- und Querkräfte und 
die durch sie hervorgerufenen Spannungen, oder wenn diese vor- 
geschrieben, die erforderlichen Querschnittsabmessungen ermitteln 
In den zahlreichen Fällen der Anwendung indes, in denen neben 
ruhenden auch bewegliche Lasten vorkommen, ist für letztere zuerst 
die Lage zu ermitteln, in welcher der durch sie erzeugte Beitrag 
zu dem Moment, der Normal- und Querkraft in dem zu unter- 
suchenden Querschnitte je seinen GrOfstwert annimmt. Dazu kann 
wiederum, wie beim geraden Stabe oder Balken, mit Vorteil die 
Methode der Einflufslinien benutzt werden. (Vergl. Bd. I S. 155.) 
Bevor indes zu deren Entwicklung far die einzelnen statischen Werte 
geschritten wird, möge folgende allgemeine Betrachtung hier Platz 
finden : 

Ein symmetrischer Dreigelenkbogenträger (Fig. 38) werde in 
seiner Ebene von beliebigen lotrechten Lasten P^, P2» ^3 ^^• 
ergriffen. Die unter deren Wirkung in den Kämpferpunkten A und JF? 
auftretenden zunächst unbekannten Stützwiderstände Wa und W^ 
seien durch ihre lot- und wagerechten Seitenkräfte A und B und 
Ha und Bt, ausgedrückt. Zur Bestimmung dieser vier unbekannten 
stehen die drei statischen Gleichgewichtsbedingungen für Kräfbe in 
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einer Ebene nnd aaberdem in Bezug auf C die Momentmigleichnng 
uVc=0 zur Verfügung. 

Die Momentengleichungen in Bezug auf die EämpferpunUe 
A und ß, durch welche Ha luid Ht gerichtet sind, liefern f&r die 

Fig. 38. 







y 



/ 



w^ 



y 



2 



./ ^ 






\ 



uqv 



iT^'f" 



10 



Ä^N 



'^^, 



\ 



N. 



x 



V 



I 
I 
I 

A 

I ^ 

( 



Ai 



y / 



/l 

/ I 



lotrechten Stfltzkräfte ^ und B die gleichen Werte wie für einen 
gleichbelasteten geraden Balken auf zwei Stützen von gleicher Weite, 
hinfort als „einfacher Balken"" bezeichnet. 

Die Gleichung der wagerechten Kräfte jB« — fi6 = liefert 
ferner Ua ^ Ht^H, welche Kraft als Horizontalschub bezeichnet 
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wird and bei nur lotrechten Lasten die für alle Querschnitte gleich- 
bleibende wagerechte Seitenkraft der dort tätigen Mittelkraft ans- 
drückt. Die Bedingung Jfc = endlich fOhrt zu der Oleichung 

A'^ — l'P-e—JB'/^O, woraus 

1) £1= — =— '^y^. Darin ist 2'P.c 

die Summe der Momente aller Lasten und JUÖ — A'-^ — 2'P-r 

das Moment des „einfachen Balkens^, beide in Bezug auf den 
Scheitelquerschnitt durch C 

Der Horizontalschub H kann auch als Pol weite eines zu den 
Lasten durch die Oelenkpunkte A^ C und B gezeichneten Seilecks 
gewonnen werden. Die dazu erforderliche Konstruktion für die Be- 
stimmung des Poles 0, wie sie oben unter a Fig. 36 erläutert 
wurde, ist in Fig. 38 angedeutet. Die einander entsprechenden 
Punkte sind gleich bezeichnet, c und Ci im Hfll£9seileck fidlen bei 
nur lotrechten Lasten in c zusammen. Durch den Polstrahl 0^9 
parallel ah wird die Lastensumme 15 in die lotrechten Stützkräfte 
19 ^ A und 9 5 == £ geteilt. Eine durch 9 gezogene Wagerechte, 
bezw. — wenn A und B nicht in gleicher Höhe liegen — Parallele 
T,r3i AB itit als Polstrahl zur Seite AB ie& durch die Punkte A, 
<J und B gezeichneten Seilecks anzusehen und mufs daher durch 
den Pol gehen, ist also geometrischer Ort desselben. Dieser 
Umstand kann gleichfalls zur Bestimmung des Poles benutzt werden. 
Aus Gl. 1 folgt nämlich mit Mc-=^%ic*^ (Fig. 38,fc) jgr://c = |):/. 
Daraus läfst sich H leicht konstruieren und der Pol festlegen. 

Würde man nunmehr die Mittelkraftlinie zu den Lasten durch 
A, C und B zeichnen, so könnte die Bestimmung von Jf, N und Q 
für einen beliebigen Querschnitt tt wie unter a geschehen. Davon 
ist indes hier abgesehen, weil zunächst festzustellen ist, welche Lage 
der etwa beweglichen Lasten zu den Gröfstwerten von M^ N und Q 
führt und weil dann unter Umständen eine andere Ermittelung jener 
Werte vorteilhafter sein kann. 

Für einen beliebigen Schnitt tt im Abstände x von A ist 

wenn M' das Moment des »einfachen Balkens** für einen Querschnitt 
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im Abstände x yon A bezeichnet. Da MJ^lm*^ und nach obigem 
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, so wird aach 



M,^^[lm-'^). 



Zieht man nun von A über S and^ von B über C je eine 
Qerade, femer durch deren Schniitpmikt N eine Lotrechte, welche 
die Verbindnngsgerade hc m n schneidet und verbindet n mit a, 
so stellt die dadurch auf der Lotrechten durch m abgeschnittene 
Strecke — mi den Elammerwert der Gleichung 3 dar; denn nach 

der Figur ist l'fiy^=Hc'f^ also n = t/tf~ und danach 

Im — Wc' -7 = Im — li = — mi = — u , 

Somit nach 61. 3 auch 

4) M:c = — §-w. Je nachdem der 

Punkt i unterhalb oder oberhalb von in, bezw. aufserhalb oder 
innerhalb des Seileckes adefgb liegt, fällt u und damit M^, negativ 
oder positiv aus. 

Was nun die Beitrflge der einzelnen Lasten in ihrer jeweiligen 
Lage zu dem Moment J/, anlangt, so ist die Lotrechte durch den 
Punkt N ersichtlich eine Belastungsscheide, derart, dafs Lasten links 
von ^V positive, rechts von N negative Beiträge zum Moment liefern. 

Der Beweis hierfür ergibt sich aus folgender Überlegung: 

Jede irgendwo auf dem sonst unbelasteten Bogen ruhende Last mufs 

sich mit den von ihr erzeugten Stützwiderständen W^ und W^ aus Kucksichten 

des Gleichgewichtes in einem Punkte E (Fig. 39) schneiden. Euht die Last 

auf der einen, etwa linksseitigen 

Bogenhälfte, so mufs, wegen Jf(7=0 , 



Fig. 39. 



der Stützwiderstand W^ an der 
andern, rechtsseitigen, die Bichtung 
B G haben und derjenige TT« in A 
durch den Schnittpunkt E von Wt 
und P gerichtet sein. 

Bewegt sich nun die Last P 
von links nach rechts über den 
Bogen hinweg, so schwingt während 
ihrer Bewegung auf der linksseitigen 
Bogenhälfte die Stützkraft W^ von 

der Richtung AA' m die Richtung AC, wogegen W^ in der Richtung BC 
verharrt. Völlig symmetrisch ist der Vorgang, wenn P über die rechtsseitige 
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Bogenhalfte hinwegläuft. Der Schoittponkt E bewegt sich dabei auf dem 
Linienzuge A^CB^^ der daher die Bezeichnung nEämpferkraftachnittlinie" oder 
kurz « Kämpferkraftlinie " verdient, und, wenn es sich in W^ und W^ nach 
der Art der Belastung um Druckkraft handelt, auch als EämpferdruckÜnie 
bezeichnet wird. 

Liegt die Last P rechts vom Schnitt U, so wirkt sie auf das Bogenstnck 
linksseits desselben nur durch die von ihr in A hervorgerufene Kämpferstütz- 
kraft TF^,. Diese aber erzeugt nach obigem, je nachdem P links oder rechts 
von j^ liegt, in Bezug auf den Achspunkt S ein rechts- oder linksdrehendes, 
d. h. positives oder negatives Moment, und, wenn P durch N gerichtet ist, 
das Moment Null. 

Bückt die Last P linksseits vom Schnitt £^, so wirkt auf das Bogenstück 
dort nicht nur die von ihr erzeugte Eämpferkraft IF«, sondern auch P selbst. 
Die Mittelkraft beider aber mufs nach obigem in die Richtung A^G fallen, 
also in Bezug auf S gleichfalls rechts (positiv) drehen. 

Soll daher im Schnitt ^^ das gröfste positive Moment {M^ 
entstehen, so darf der Träf^er nur links von iV, soll das grOfste 
negative Moment (Jfmm) entstehen, so mnfs er rechts von N be- 
lastet werden. 

Beseitigt man in Fig. 38 die Lasten rechts von iV, so geht 
das Seileck adefgh über in adeb\ der Punkt n rückt nach n\ 
i nach V und l nach Z'; an Stelle von Im tritt Z'm, li wird durch 
ri\ mi durch mi' == u' ersetzt und man erhält 

Jf=^.(rm— Z7') = ^-mi'=:$.w'. 

Dieses Moment stimmt genau überein mit dem durch die Lasten 
links Ton N (in der Figur P^ und P2) in einem ^^einfachen'' Balken 
AiNi (Fig. 38) im Schnitte lotrecht unter S erzeugten, und adena 
ist das der Belastung dieses Balkens entsprechende Seileck. In 
ähnlicher Weise würde man das Moment der Lasten rechts von N 
ermitteln können. 

Die im Querschnitt tt tätige Normal- und Querkraft erhält 
man durch entsprechende Zerlegung der auf den Querschnitt wirkenden 
Mittelkraft, die im Krafteck durch den Polstrahl 2 dargestellt ist. 
Es wird N=82 und Q = 08. Ist ?> der Winkel, welchen die 
Schnittebene tt mit der Lotrechten, bezw. die Tangente der Bogen- 
linie in ^S mit der Wagerechten einschliefst, so ergibt sich aus dem 
Erafteck, wenn man durch und 9 81Ö || 911 || <« und durch 
2 und 9 2 8 und 9TÖ JL «« zieht und beachtet, dafs 2^0 910 
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«2:;2911 = 25:??, 09«Äund 92 = ^ — P,=^', gleich der 
Querkraft des |,einfaehen Balkens*" ist 

5) Xj, = QJ-smq) + H'cosq) und 

6) C = (^'-cosg) — £?-8in?>. 

Ist der Querschnitt des Bogenträgera und seine Eemlinien be- 
kannt oder durch eine Überschlagsrechnung ermittelt und soll eine 
Kontrollrechnung oder eine endgQltige Ermittelung der Querschnitts- 
abmessungen erfolgen, so kann man sich gemäfs GL 5 u. 6 S. 70 
der Kemmomente bedienen, deren Gröfstwerte in Bezug auf die 
in der Bogenebene liegenden Querschnittskernpunkte in völlig gleicher 
Weise ermittelt werden, wie dies oben för das Moment in Bezug 
auf den Acbspnnkt S geschehen ist. In OL 2 S. 73 tritt dann an 
Stelle von y die Ordinate des Kernpunktes, und durch diesen ist 
dann auch vom nächsten Kämpferpunkte (A) aus die Gerade zu 
ziehen, welche die Belastungsscheide N festlegt. Überhaupt kann 
man in gleicher Weise fl&r jeden irgendwie mit dem Bogenträger 
verbundenen Punkt den Gröfstwert des Momentes ermitteln. 

Geschieht die Berechnung der Randspannungen mit Hülfe des 
Kernmomentes, so ist eine besondere Ermittelung der Normalkraft 
natürlich nicht mehr erforderlich. 

Das vorstehend für einen symmetrischen Bogenträger erläuterte Verfahren 
zur Bestimmung des Momentes, sowie der Normal- und Querkraft für irgend 
einen Querschnitt hleibt grundsätzlich dasselbe, auch wenn der Träger un- 
symmetrisch ist. Die Verbindungsgerade der Kämpferpunkte schliefst dann 
im allgemeinen einen Winkel a mit der Wagerechten ein ; die Stützkräfte W^ 
und Wf,f werden durch dieselben lotrechten Seitenkräfte A und B und je 
durch eine nun in die geneigte Richtung AB fallende Seitenkraft H^ aus- 
gedrückt ; die wagerechte Seitenkraft i/ = i/^ cos a , der wirkliche Horizontal- 
schub berechnet sich nach wie vor nach Gl. 1 ; die Ordinaten y und f sind 
von der geneigten A B zu messen ; im übrigen bleibt alles ungeändert. 

c) Einflafslinien ; Gröfstwerte der St&tzkräfte, Momente, Normal- 

und Querkr&fte. 

In folgendem sollen die Einflnrslinien ffir unmittelbare Be- 
lastung entwickelt werden. Kommt mittelbare Belastung in Frage, 
so lassen sich die ihr entsprechenden Einflufslinien in bekannter 
Weise (yergL Bd. I S. 158) aus derjenigen für unmittelbare Be- 
lastung ableiten. 
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1. Einflnfslinie für die lotrechten Stützkräfte A und B 

(Pig. 40, a). 
Eine von B nach A den Träger überschreitende Last 1 erzeugt, 
wenn sie sich in der Entfernung u von B befindet, in A die lotrechte 
Stützkraft 

Die der 61. 1 entsprechende Gerade bd, welche auf der Stütz- 
lotrechten durch a die Strecke ad=l abschneidet, ist also Einflufs- 
linie für A , diejenige für B liegt symmetrisch. 

2. Einflnfslinie für den Horizontalschub B (Fig. 40,6). 

Die Last 1 im Abstände u von B ruft, solange sie sich auf 
der rechten Bogenhälfte befindet, nach Gl. 1 S. 73 einen Horizontal- 
schub hervor von der Gröfse 

Tritt sie auf die linke Bogenhälfte Aber, so wird 

2a) ^=7-^2? -^'^ = ^r- 

Jeder der Gl. 2 und 2 a entspricht eine Gerade als Einflufs- 
linie für die rechte und linke Bogenhälfte. Beide schneiden sich 

mit ii==- in der Scheitellotrechten in einer Höhe cc^^-r-^ über 
2 4/ 

der Grundlinie ah und treffen die Auflagerlotrechten mit u^O 

und u = Z in der Höhe — über a h . Der symmetrische Linienzug 

acih ist Einflnfslinie. Ist der Bogen unsymmetrisch und sind l^ 
und ^2 die wagerechten Entfernungen des Scheitelgelenkes C von 

A und JB, so ergibt sich auf gleiche Weise cci = ~-^y ad=^~ 

und acih als Einilufslinie des Horizontalschubes der wagerechten 
Seitenkraft der in der Richtung A B tätigen geneigten Stützkraft Hi . 

3. Einflufslinie des Momentes M (Fig. 40,c). 

Nach Gl. 2 S. 73 ist für einen Punkt Ä der Bogenmittellinie 
mit den Koordinaten x und y das Moment 
3) M,= M:-H'y. 
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Die Ordinaten der Einflafslinie fOr Mg können wir danach 
als Differenz der Einflursordinaten der Werte Mg und H-y ansehen. 
Dem Moment Mg des „einfachen" Balkens entspricht nach Bd. I 
S. 158 als Einflafslinie ein gebrochener Linienzng adb, dessen 
Schenkel bd in seiner Verlängerung auf der StQtzlotrechten durch a 
ai^x abschneidet, wodurch d und adh bekannt sind. — Für 
den zweiten negativen Teil H^y des Momentes erhält man die 
Einflufslinie aus derjenigen für den Horizontalschub (Fig. 40,2»), 

indem man deren Ordinaten mit y multipliziert, also a /i => — • ?/ 

macht, h mit h und <?2 ^^^ ^ verbindet; der Linienzug ac.2h ist 
dann Einflufslinie des Wertes Hy. Im Punkte n schneiden sich 
die Einflufslinien des ersten und zweiten Teiles im Ausdruck für 
Mg 61. 3. Linksseits von n überschiefsen die positiven Ordinaten 
des ersten, rechtsseits die negativen des zweiten Teiles und die 
unterschiede beider, links von n positiv, rechts davon negativ, sind 
die wirklichen Einflufsordinajten von Mg, um sie von einer Grund- 
linie aus darzustellen, verwandeln wir die Dreiecke adn und nc^h 
(Fig. 40, c) in a'd'n' und n'c^-h' (Fig. 40, d), indem wir a'i'=ai^oß 
machen, n' auf a'V lotrecht unter n bestimmen, von i' über n' 
die Gerade V c^ ziehen und c^ mit V sowie a' mit d' verbinden. 

Wie unter h nachgewiesen, ist eine Lotrechte durch N Be- 
lastungsscheide des Momentes für tt\ die gleiche Bedeutung hat 
aber n bezw. n!\ beide müssen also mit N in derselben Lotrechten 
liegen. Die Einflufslinie a'd'n'c^V läfst sich daher auch direkt 
in der Form der Fig. 40, d zeichnen, da mit a'V ^x die Lage von 
i und durch die Lotrechte durch N auch n' bekannt ist. 

In völlig gleicher Weise wie hier für den Achspunkt S kann 
die Einflufslinie f&r das Moment in Bezug auf die in der Bogen- 
ebene liegenden Kernpunkte der Querschnitte, also für die Eern- 
momente, oder für das Moment in Bezug auf irgend einen mit 
dem Bogen verbundenen Punkt gezeichnet werden. Die zur Be- 
stimmung des Punktes N in Fig. 40, e von A aus durch 8 gezogene 
Gerade ist dann durch den betr. Momentenpunkt zu ziehen. 

4. Einflufslinie der Querkraft Q (Fig. 40,/). 

Nach 61. 6 S. 76 ist 
4) Qg = Qg cos (p — J3sin 9, 
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worin Qj! die Querkraft des „einfachen** Balkens ist. Wir wollen 

die Einflnfsordinaten von Q^c wieder als unterschied derjenigen von I 

Qjt'cosq) und Hsinq> ermitteln. Multipliziert man die Ordinaten 

der Einflufslinie, wie sie sich nach Bd. I S. 160 Fig. 129 für Q/ 

ergeben mit cos?', so erhält man diejenigen für QJ-cosq). Macht 

man daher in Fig. 40,/ aA = cos99- 1, verbindet k mit b^ zieht 

durch a eine Parallele ai zw hb und im Abstände x von A eine i 

Lotrechte, welche hb in d und ai in e schneidet, so ist aedb 

die Einflufslinie von QJ-cosq). — Diejenige von jETsin?' erhält 

man wieder aus der Einflufslinie von H Fig. 40,2», indem man 

deren Ordinaten mit sin q) multipliziert. Macht man daher in 

Fig. 40,/ ferner a^== — sin^?, verbindet g mit b und den dadurch 

bekannten Schnittpunkt c mit a, so ist acb Einflufslinie von Hünq>, 

Im Punkte n^ schneiden sich die dem positiven ersten Teile 
des Ausdruckes für Qj^ entsprechende Linie aedb mit der dem 
negativen zweiten Teile zukommenden neb. Linksseits von n^ bis 
de überschiefsen die positiven Ordinaten der ersteren, rechtsseits 
von Ui bis b die der letzteren. Zwischen a und de addieren sich 
die negativen Ordinaten beider. Die Einflufsordinaten wechseln also 
sowohl in de als in der Lotrechten durch ny ihr Vorzeichen, beide 
Lotrechten sind daher Belastungsscheiden. Die Belastungsscheide 
durch Ni verschwindet indes, sobald dieser Punkt durch den Scheitele 
auf dessen rechte Seite tritt. Es fällt dann n^ auf die Gerade b c . 

Die Belastungsscheide durch n^ gewinnt man auch, wenn man 
vom Eämpferpunkt A Fig. 40, e aus AN^l^tt zieht. Eine Last 
in Ny ruft dann in A einen Eämpferdruck in der Bichtung ANy^ 
also X zu ^^ hervor, erzeugt somit in ^^ selbst nur eine Normal-, 
aber keine Querkraft; der Einflufs ist hier Null, links von Ny 
positiv und rechts negativ. 

Die in Fig. 40,/ gewonnene Einflufslinie aedn^bca läfst sich 
leicht auch in die Form a! c' dn^dV a! Fig. 40,^ umwandeln, worin • 
A' durch a'A' = cos9'' und n( auf der Geraden a'V durch das Lot 
durch Ny bekannt ist. Da nach obigem iV^ und uy in einer Lot- 
rechten, der Belastungsscheide liegen, so kann, man die Einfluls- 
linie in der Form Fig. 40,^ auch direkt, d. h. ohne Fig. 40,/ ent- 
wickeln. In Fig. 40,^ links ist noch die geometrische Konstruktion 
von a! K =^Go^(p angedeutet. 
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5. EinflufsliDie der Normalkraft .V (Fig. 40, A). 

Diese wird aas 61. 5 S. 76 in gleicher Weise wie die der 
Qnerkrafii aus Ol. 6 S. 76 gewonnen. Die Konstruktion ist aus 
Fig. 40yh ohne weiteres ersichtlich. Es ist 

5) N^ = H' cos 9? + Q,'- sin 9? . 

Dem ersten Teile rechtsseits der Ol. 5 entspricht die Einflufs- 
linie ach^ worin c durch den Schnitt der Oeraden hi mit der 

Lotrechten durch C so festgelegt ist, dafs ai«— •cosf' wird. 

Die Einflulslinie des zweiten Teiles QJ-^mq) wollen wir zunächst 
an der Oeraden ace als Orundlinie entwickeln, indem wir 
ak=Änq> machen, h mit e verbinden, durch a vi he die 
Parallele al und im Abstände x von A die Lotrechte gh ziehen; 
ahge ist dann die Einflufslinie des Wertes Qa-füntp. Die Ein- 
flufsfläche dieser Oröise besteht aus dem positiven Teil gme und 
dem negativen amh. Ersterer addiert sich zu der dem Teil 
if. C0S9 entsprechenden positiven Fläche ach und letztere kommt 
von derselben in Abzug. Bringt man noch das Dreieck cde in 
die Form und Lage cdh, so entsteht der Linienzug ahgdh als 
Einflurslinie fQr Nj.. Die Einflufsordinaten sind durchweg positiv. 
Für 9> = d. h. im Scheitelquerschnitt wird Nj, = JS. 

Die geometrische Konstruktion der Strecken ai=^cosq)'~- 
und ak = sin q) ist in der Fig. 40, a links angedeutet. 

GrSfstwerte der Sttttzkräfte, Momente, Normal- und Querkräfte. 
Nachdem die Einflulslinien aller in Frage kommenden statischen 
Gröfsen entwickelt sind, kann man diese selbst, bezw. ihre Orölst- 
werte in bekannter Weise ermitteln (vergl. Bd. I S. 155 ff.), um 
diese Ermittelung in den häufiger vorkommenden Belastungsfällen 
zu erleichtern, möge hier noch folgendes Platz finden: 

6. Stützkräfte A^ B und U für teilweise Belastung mit 
gleichmäfsig verteilter Last p für die Längeneinheit 
Bückt die Belastung von rechts auf den Träger und ist sie 
bis zu einer Entfernung u von B vorgeschritten, so ist die dieser 
Laststellung entsprechende Einflufsfläche heg Fig. 40, a fOr die 

Stützkraft A^ 1'^„=ti- und 

6) '^« = V- 

Eeok, ElMUziUUlabre. II. ^ 



An stellt iIm dH TflflDdaüekem u ia pumboliscfeer Ab- 
bSagigfceJt Dia ooniil geznduwt« Pmbel ft,a, Fig. 41 mit dem 
Scbntd in &] Uagend, mAg» fBr diesen Vcrweadai^snrMk .><-Liiiie*' 
Flg. 41. 
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genannt werden. Sie ermöglicht ein unmittelbares Abgreifen ?on 
A,t für jede Laststellung. Beicht die Belastung von tt bis u^, sa 
erhält man Ä'u^Aui — Au* Der Stützkraft B entspricht eine 
symmetrisch gelegene Parabel. 

Die der Laststellung u entsprechende Einflursfläche hhi (Fig. 40,6) 

des Horizontalschubes ist, solange t«<-, -F« = 77-'Tr = ^-., also 

6 --2 2/2 4/ 

7) Mu = . , . 

4/ 

Für u'^- erhält man Fu' als Unterschied der ganzen Ein- 
flufsfiäche acib und der dem unbelasteten Teile entsprechenden 
ukl (Fig. 40,6) zu Fu'=-Fl'abcy—Fl «^^ = J7 — ^^^' also 

Die Gleichungen 7 und 7 a werden geometrisch durch die 
Parabeln bic-^ und ^3^3 mit den Scheiteln in b^ und a^ (Fig. 41, a) 
welche zusammen die ^IT-Linie^ bilden, ausgedrückt Ist diese 
gezeichnet, so läfst sich fär beliebige Laststeilungen der Horizontal- 
schub als Ordinate abgreifen. 

Die Gröfstwerte won A, B und II treten bei voller Belastung ein. 

7. Stützkräfte Ay B und H für Einzellasten. 

Kommen bewegliche Einzellasten Pj, P^, P3 usw. (Fig. 41,6) 
in Frage, so kann man die von ihnen erzeugten Stützkräfte A^ B 
und B in bekannter Weise direkt mit Hülfe der entsprechenden 
Einflufslinien in der Form A^lriP, bezw. ir= 2'ij P ermitteln, 
worin rj die Einflafsordinaten in den Lastloten bezeichnet. Viel- 
fach, namentlich wenn es sich um gröfsere Lastengruppen in ver- 
schiedenen Lagen handelt, ist es jedoch vorteilhafter, nachdem die 
Lasten, event. mit Hülfe der Einflulslinien, in die zweckentsprechende 
Stellung gebracht sind, die Werte A, B und H in ähnlicher 
Weise zu bestimmen, wie dies in Fig. 41, a für gleichmäfsig ver- 
teilte Belastung geschehen. Die J^-Linie läfst sich in diesem Falle 
als Seileck zeichnen. Stellt man nämlich die etwa von B aus auf 
den Träger vorgerückte Lastengruppe, welche in dieser Stellung in 

A einen lotrechten Stützdruck A = —^ ^ 2"r.»- __ ' 

6* 
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erzeugt, in umgekehrter Reihenfolge so auf« dafs die erste Last 
JPi über B zu stehen kommt und die anderen sich nach links in 
den durch ihre Gruppierung bestimmten Entfernungen anreihen und 
zeichnet in dieser Stellung mit der Polweite l ein Seileck zu ihnen, 
so ist ihr Gesamtmoment in Bezug auf einen Punkt D der 
Bichtungslinie der Kraft P| in ihrer ursprünglichen Stellung 
(Fig. 41, c) £P-h^de'l und somit auch 

8) A^—j~ = -^^de, 

d. i. gleich der Ordinate des Seilecks unter P^. Bewegt sich die 
Lastengruppe nun von B nach A, so schreitet der Punkt d auf 
dem Seileck fort, und in jeder Stellung ist A^de, Die so ge- 
fundene ^-Linie wird in symmetrischer Lage zur J?-Linie. Sie 
läfst sich auch für beliebige „einfache^ Balken zur bequemen Be- 
stimmung des Stützdruckes einer beweglichen Gruppe von (gegen- 
einander unverschiebbaren) Einzellasten, etwa der Raddrücke eines 
Eisenbahnzuges, verwenden. 

Die JET-Werte ergeben sich wie folgt aus der J^-Linie: 
Nach Gl. 1 S. 73 ist ^=^, worin 

ist, und c bezw. c^» ^2 ^sw. die Abstände der links vom Scheitel- 
gelenk (Fig. 41,6) befindlichen Lasten von diesem bedeuten. 

IP'C erhält man wieder durch ein Seileck zu den Lasten, 
jetzt in solcher Stellung gezeichnet, dafs P^ über den Scheitel zu 
stehen kommt und die übrigen Lasten in der gegebenen Gruppierung 
nach links sich anreihen. Als Polweite empfiehlt sich jetzt die 
Pfeilhöhe / des Bogens (vergl. Fig. 41, d). Man erhält dann 
2^P-{? = ^'/ und 
ox ^ Md AI IP'C AI — 

_ f V f V 

Da de^A^ so erhält man den ersten Teil des Ausdruckes 
für j?, indem man a h =_/^ macht und durch d eine Parallele zu 
ck zieht, in der Strecke eh = ie und damit nach Gl. 9 

10) H=^ie — ge = ig.*) 

*) Vergl. Müller- Breslau, Graph. Statik der Baukonstr. I 3. Aufl. S. 189. 
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8. Gröfstwerte des Momentes. 

Da nach Fig. 40, c^ Bereiche positiven und negativen Einflusses 
vorhanden sind, hat man zunächst nach Mafsgabe der allgemeinen 
Darlegungen Bd. I S. 157 die bewegliche Belastung in diejenige 
Stellung zu bringen, in welcher der zu ermittelnde positive oder 
negative Grörstwert entsteht, wobei, wenn es sich um Einzellasten 
verschiedener Gröfse handelt, die grörsten Lasten in die Lotrechten 
der gröfsten Einflafsordinaten zu bringen sind. 

Für Einzellasten kann dann die Ermittelung der Grörstwerte 
Mn^ax oder Jfm^n mit Hülfe der in den Lastloten gemessenen Ein- 
flufsordinaten geschehen, so dafs man erhält M^^uu^ ^P'^ oder 
auch M^in = ^P'rj. 

Ist die Zahl der Einzellasten indes eine Verhältnis mäfsig grofse, 
so kann es auch vorteilhaft sein, Mmaa und M^in mit Hülfe eines 
Seileckes in der unter b S. 73 u. f. erläuterten Weise zu bestimmen, 
nachdem die entsprechenden Laststellungen auf Grund der Einflufs- 
linie herbeigeführt sind. Dabei kann man zur Vermeidung umständ- 
licher Zeichnenarbeit das einmal gezeichnete Seileck trotz der 
erforderlich werdenden Lastverschiebungen gleichzeitig zur Bestim- 
mung von Mna» und Mmin und auch für mehrere Querschnitte be- 
nutzen. Man braucht dann nur die Lotrechten durch die Gelenk- 
punkte des Bogen3 und durch die jedesmal leicht zu bestimmende 
Belastungsscheide N in die erforderliche Stellung zu den Lasten, 
bezw. zu dem einmal gezeichneten Seileck zu bringen.*) 

Für gleichmäfsig verteilte Belastung geschieht die Berechnung 
von MfMx und Mnin vielfach zweckmäfsig aus der Einflufsfläche. 
Sind F^ und JL die positiven und negativen Anteile der Einflufs- 
fläche für das Moment in einem bestimmten Trägerquerschnitt, so 
«rhält man mit einer beweglichen Last p für die Längeneinheit 

für eine gleichzeitig den ganzen Träger bedeckende Last g für die 
Längeneinheit (Eigengewicht) aber Mg^{F^'—FJ)g. Bei gleich- 
zeitigem Wirken von g über den ganzen Träger und jp im Bereiche 
des positiven oder negativen Einflusses 

11) M^a. = (p+p)F^—gF^^q'F+-g'F^ und 

12) M^i^ = g'F+ — (ß+p)F^==-gF^ — q'F^, worin q=p+g. 

*) Weiteres hierüber vergl. M ü 1 1 e r - Breslau, „Graphische Statik der 
Baukonstniktionen" J. 3. Auflage S. 195. 
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Aas Fig. 40, c( erhält man mit den dort angegebenen Bezeich- 
nungen 

13) F+=z.^'-^ = J^^ und 

14) j'_ = ^-_.^__.j = _^___i+.j. 

Verlangt man, dafs bei voller gleichmflfsiger Belastung des 
ganzen Trägers das Moment in allen Querschnitten gleich Null sei^ 
so mufs fBr alle Schnitte, bezw. alle Werte von x auch die positive 
Einflufsfläche gleich der negativen, oder die Summe beider gleich 
Null sein. Das erfordert eine bestimmte Form der Bogenmittellinie^ 
ffir die dann auch M^nax und Mn^n absolut genommen einander gleich 
sind und gleichzeitig beide so klein wie möglich ausfallen. 

Die Oleichsetzung der Werte F^ und JP. ergibt nach 61. 13 u. 14 

ND z ND l—z 

Nach Fig. 40, e ist ferner = — und — -r- = -77— » woraus folgt 

16) z^ 2/Z. 



^ ly+2fx' 

Aus Gl. 15 u. 16 erhält man die Gleichung der Mittellinie f&r 
die obige Bedingung erfQUende Bogenform 

17) y^j2~i^ — ^)» d. i. die Gleichung einer 
Parabel. (VergL Keck, Mechanik I, 3. Aufl. S. 207 Gl. 5.) 

Damit also ein Dreigelenkbogenträger bei voller 
gleichmäfsiger Belastung Biegung nicht erfahre und 
diese im Falle ungftnstigster Belastung so klein wie 
möglich ausfalle, mufs seine Mittellinie Parabelform 
erhalten. 

FQr einen so gestalteten Bogenträger ist nach Gl. 13 u. 15 
^+ ^- 31-2X 2' ^^^^ 

18) ^P.^--^... = P'|' ^'~3f^2?^ 
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In GleichuDg 18 erscheinen die dnrch bestimmte Laststellungen 
in einem Querschnitte herbeigeführten Maximal- nnd Minimalmomente 
absolat genommen einander gleich and beide als Funktion von der 
Lage des Qaerschnittes, bezw. seiner Schwerpnnktsabscisse x. Beide 
nehmen also auch f&r eine bestimmte Abscisse x ihren absoluten 

Gröfstwert an, der zufolge — = fllr ^ = 0,234 1 eintritt und 

(t X 

sich hiermit nach Gl. 18 berechnet zu 

19) M-^Ofildpl^ 

Die Entfernung z von Ay bis zu welcher die Last p von links 
oder rechts vorgerückt sein mufs, damit im Abstände ar = 0,234 2 
von A das in Gl. 19 berechnete Gröfstmoment entsteht, ist nach Gl. 15 

20) z = 0,395 l = rund 0,4 l . 

Ist der Bogenträger, wie zuweilen bei kleinen Spannweiten, von 
überall gleichem Querschnitt, so ist die Kenntnis einte andern als 
des in 61. 19 berechneten absolut gröfsten Momentes für die Be- 
rechnung der gröfsten Biegungsspannungen, bezw. bei vorgeschriebenen 
Spannungen zur Bestimmung der Querschnittsabmessungen nicht 
erforderlich. Bei gröfseren Bauwerken mit veränderlichem Bogen- 
querschnitt ist Mp^^^ für eine Anzahl von Querschnitten zu ermitteln. 
Dies kann vermittelst der Gl. 18 erfolgen, unter umständen aber 
auch vorteilhaft mit Hülfe des unter b S. 73 erläuterten zeichnerischen 
Verfahrens durch Benutzung einer der Belastung entsprechenden 
Seillinie geschehen. Als solche kann nämlich, wenn die Bogen- 
mittellinie eine Parabel ist, diese selbst benutzt werden, so dafs die 
Zeichnung einer besonderen Seillinie überhaupt nicht erforderlich 
wird. Die der parabolischen Bogenmittellinie als Seillinie zu der 
verteilten Belastung p entsprechende Polweite ist, wie oben S. 73 

nachgewiesen, der Horizontalschub dieser Belastung If^^^-j. 

0/ 

Soll nun beispielsweise in Bezug auf den Punkt m der Mittel- 
linie Mp^^ ermittelt werden, so zieht man (Fig. 42 links) von A 
durch m eine Gerade bis zum Schnittpunkt N mit der Bichtungs- 
linie BO^ bestimmt den Punkt n der Mittellinie lotrecht unter N 
und i' lotrecht unter m auf der Geraden An. Man erhält dann 
mit mi'=^u' und 

21) Mp^^m^V = ^'u' Mp^^^. (Vergl. Fig. 38 u. 42.) 



MS J/rittfr Ähschtiitt. EhiMizitnt m. lesiigl'^it rinfaih gi^knimmter Stäbe. 

Der PoDkt t Fig. 38 fillt in Fig. 42 mit m zusammen, dafaer 
mi = () und fir toUc Belastung Jf=Ä-O = (wegen der parabo- 
lischen Bogenforro). 

Fig. 42. 








M/g^min. 






fM'''MM^^/mi^ 



m^^ m^r/:<fii^^^ lg 




M^mäx. 



In gleicher Weise lassen sich auch, wenn der Bogenqnerschnitt — 
etwa dnrcb vorläufige Ermittelang — und die Eernlinien schon 
bekannt geworden sind, die gröfsten Eemmomente für eine endgültige 
Berechnung bestimmen. 

Man zieht jetzt (t^ig. 42 rechts) von B aus durch den betreffenden 
Kernpunkt, etwa ki , eine Gerade bis zum Schnitt iVj mit der Sich* 
tungslinie A C, bestimmt auf der Bogenmittellinie n, lotrecht unter N^ 
und m lotrecht unter k^, ferner auf der Geraden JBnj den Punkt V 
lotrecht unter fcj. Der Punkt i (Fig. 38) f Ullt nun nicht mit 
m, sondern mit k^ zusammen. MitÄ;jm = ?/, mi' = u\ fcii'=t/" 
und u' 4-11 = 11" erhält man fQr die aus der Figur ersichtliche Be- 
lastung und p+g^q, p = q — ff 

pl2 pf2 ^p ^p 



22) M„ 



pmax 



also 23) 









^9 
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Um ^i„|^ ZU erhalten, denken wir uns den ganzen Träger mit q 
Qnd aafserdem rechts von Ni mit — ^ und mit ^ belastet, wodurch 
die in der Figur für -Mki^i^ angedeutete Laststellung entsteht. Es 
ergibt sich dann 

In völlig gleicher Weise würde man für den Kernpunkt Arg 
oder für irgend einen mit dem Bogen fest verbundenen Drehpunkt 
das Maximal- oder Minimalmoment bestimmen können. 

In vorstehendem wurde unmittelbare Belastung vorausgesetzt; 
das Verfahren bleibt indes auch f&r mittelbare Belastung ungeändert, 
wenn man die Momentenbestimmungen in den Querschnitten vor- 
nimmt, in denen die Last (durch Querträger) in den Bogenträger 
übergeht Andernfalls hat eine entsprechende Änderung einzutreten, 
die hier nicht weiter verfolgt werden soll. 

Es soll hier noch die Frage beantwortet werden, in welchen 
Stellungen und in welchen Querschnitten eine über den Träger sich 
bewegende Einzelkraft P die absolut gröfsten Momente erzeugt. 

Die absolut genommen gröfsten Einflnfsordinaten befinden sich 

im Scheitellot und in der Lotrechten durch den betreffenden Quer- 

P 
flchnittsschwerpunkt. Nach Fig. 40, d ist mit ^ = ^ — ^ — erstere 

cell \ X x^ -1,11 00 . V Z-.r— 3?^^+3a?^ 
i;. = -(^--5J=2-y und letztere ^,= -(^-.r)= ^2 • 

:i]c hat für einen Querschnitt im Abstände x^Qfibl von A ihren 
Gröfstwert ?jc„^ = 0,0625 Z und ri^ nimmt für x = Ofi\l ihren 
öröfstwert ^«,^^= 0,096 Z an. Die Last P erzeugt also, im Scheitel 
liegend, im Abstände x ^ 0.25 1 von den Eämpferpunkten das über- 
haupt gröfste negative Moment — 0,0625 P-Z und, wenn sie sich 
im Absftande a7 = 0,2iZ von den Eämpferpunkten befindet, hier das 
überhaupt gröfste positive Moment 0,096 P-Z. 

9. Gröfstwerte der Querkraft. 

Auch die Einflufslinie der Querkraft läfst nach Fig. 40,/ und 
40,^ Bereiche positiven und negativen Einflusses erkennen, und zwar 
zwei oder drei, je nachdem Ni rechts oder links von C liegt. 

Nachdem unter Berücksichtigung derselben die beweglichen 
Lasten in die den Gröfstwert der Querkraft für den betr. Quer- 
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~~*— ^'-t herbeiführende Stellang gebracht sind, kann man die Werte 
und Q„in fQr Einzellasten wieder mit Hfilfe der Einflnfs- 
iteo in den Lastloten in der Form Q^I-Ptj bestimmen. 
^&T gleichmäfsig verteilte Belastung p bezw. ^ erhalt man, 
F+ den Inhalt der positiven, F- den der n^ativen Einflnfs- 
bezeichnet, 

Q^^F+(p+ff) — F^-g und 

Q„,n=F+ff — F--(p+ff). 

)ei den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen ist 
F-i.= eos<p- '^ - und 



'fHh'H-4 



"-2 

er Bedingung, dals für jeden Schnitt tt F-^=F^ also F+— J"_=0, 
die Querkraft für volle Belastung Q=^(/':- — F_) = sei, 
sich die Mittellinie des TrSgers wieder als Parabel. Die 
leetzung obiger Werte för Fj^ und F~ führt zu 

g| = : ,.— ' 4 ~- ß^ ^'ö Tangente an die 
imittelliuie in S parallel ^.Yi ist, erhält man femer aus der 
— ä— =-p und — |— = -=^, woraus folgt 

y 

^ 2/ 
^' ^ , 2^' 
dx'^ l 

iT& Gl. 29 und 30 erhält man ^ = ^{l~2.v), d. i. 

4.fx 
y = ^j^(l — .r), die Gleichung der Parabel. 

^Ür einen Bogenträger mit parabolischer Mittei- 
lst demnach bei voller gleicbmäfsig verteilter 
stung auch die Querkraft in jedem Querschnitt 
h Null und ihr positiver und negativer Qröfst- 
sind absolut genommen einander gleich. Annähernd 
dieser Satz auch för flache Kreisbogen zu. Es ist daher bei 
'orbandensein beweglicher Last fQr beide nur nStig, einen der 
Qmax und Q„i„ zu ermitteln. 
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Die Ermittelung selbst kann mit HQlfe der Gl. 6 S. 76 
32) Q'««= Q' cos (p — iJsin tp 

geschehen, wobei zu beachten ist, dafs, wenn es sich um den 
posititen Grö&twert Q«m« für einen Querschnitt handelt, zwischen 
diesem und dem nächsten Eämpferpunkte bewegliche Belastung 
p nicht vorhanden sein darf, dafs also QJ=Ay gleich dem der 
Belastung entsprechenden lotrechten Stfitzdruck ist Man kann 
daher QJ und JET der A- und üT-Linie (Fig. 41, a) entnehmen. 
Trägt man beide, wie in Fig. 43 geschehen, in ihren Richtungen 
?on a ausgehend an die Schnittlinie tt und projiziert sie gegen 
dieselbe, so erhält man Qj!'C(ysq) = abi und I£Binq) = biCif also 

In völlig gleicher Weise kann die Ermittelung der Gröfstwerte 
der Querkraft f&r Einzellasten geschehen, indem man jetzt QJ'^A 
und H der Fig. 41, <? entnimmt. 

Unter Umständen kann es indes auch vorteilhaft sein, 

^*max~""^«in ^^^^ ^^* ^^ *^^ ^®^ Koordiuaten des Querschnitts- 
schwerpunktes durch Rechnung zu gewinnen. Zu diesem Zwecke 
sind zunächst die Werte costp und sin 97 auf x zurückzuf&hren. 

Ist die Bogenmittellinie eine Parabel von der Gleichung 

4/a? 
y=-^j2-(l — ^)» so ist für den Neigungswinkel q) der Schnittlinie 

tt gegen die Lotrechte, oder der Tangente im Schnitt an die Mittel- 
linie gegen die Wagerechte 

woraus man mit Hülfe bekannter goniometrischer Beziehungen erhält 

34) cos c? = — — und 

35) sm (p •- 



f Cß OD 

Da y und y meist runde Zahlen sind, bezw. y als solche 

gewählt werden kann, gestaltet sich die Rechnung verhältnismäfsig 
einfach. 



Bei d«r Beredinoog Ton ^„^ ood ^.^ fnr die eünaliien 
Sdmitte tt ist za nntendiädeii, ob Xi bezw. ni links od«- redits 

Tom Sdiettel C fällt bezw. ^i^-^« oder genüUs GL 21< J*>-t ist. 

Wie obeo berate erwähnt, hat die Lotredite durch A| nur im 
eisten Falle die Bedeatong einer Belastongsschoda In dieem 
Falle berechnet man Qm^^=' — Q««i. xwednnäisig ans der podtiY«! 
Einfinfsfläche kd'n^' (TergL Fig. 40,/;) and erbHi unter Beräck- 
sichtignng der Ol. 27, 29 nnd 34 



»6; Q'n,ny=-0^n.in=P P-'h^ 



PI ['-*r+*lf)? 



' (3-4)}/. .(^Ä.-.?)'- 

Verschwindet mit 2y>— bezw. .r>>— die Belastongsscheide 

J 4 

darch N^^ so erhält man am einfachsten aus der dann allein ans 
dem Dreieck a'ek (Fig. 41,^) bestehenden negativen Einflafsfläche 
unter Beachtnng der Ol. 28, 29 und 34 

^7^ n 4.0 ip « p^ (y)(^""*f) 

37) — Q^^^^^ + Q,^^^^:=F-.p=: - 



y'-im-T)' 



Anf der Grenze der Oeltnngsbereicbe der Ol. 36 nnd 37 für 

/ l 

*' ^ A ^' ^' ^1 ~ 9 ergeben beide den gleichen Wert 



max ^* mm 



-y-(¥)' 



10. Oröfstwerte der Normalkraft. 

Wie die Einflafslinie der Normalkraft Fig. 40, /i erkennen läfst, 
tritt fttr einen beliebigen Schnitt tt der Oröfstwert der Normalkraft 
bei voller Belastung des Trägers ein. Ein Maximum im analytischen 
Sinne ist also fQr die Normalkraft nicht vorhanden. 

Für Einzellasten kann man Ng nach Herbeiführung der ent- 
sprechenden Stellung der Lasten wieder in der Form Nx^I-P-ri 
bestimmen. 



IVc. Dreigelenkbogen, Einfht Minien der Stützkröfte, Momente usw. 93 



Benutzt man Ol. 5 S. 76, so kann man an Stelle der Bechnnng 
wieder eine einfache geometrische Konstruktion treten lassen, indem 
man die in bekannter Weise 
ermittelten Werte QJ und H 
in ihren Richtungen von a 
ausgehend an die Schnittlinie 
1 1 (Fig. 43) an trägt und gegen 
die Normale nn projiziert. 
Man erhält dann Ng=QJ sin (p 

+ jBTCOS (p = ab2'\- ^2^2*™ ^^2' 

Für gleichmäfsig verteilte 
volle Belastung ist f&r alle 

Schnitte Ä= |-t und Q,' = <^(- — ^1, also nach Gl. 5 S. 76 sowie 
Gl. 34 u. 35 S. 91 




38) 



.V.= 



H-4%\ 



f^m-r^ 



V 

J 



Es möge hier noch iV« für den Fall abgeleitet werden, dafs 
eine bewegliche Belastung p den Träger vom rechtsseitigen Eämpfer- 
punkte B bis zu einem Abstände z vom linksseitigen bedeckt Es 
ist dann nach Gl. 6 u. 7 a, indem man u mit l — z und l — u' mit ;; 

vertauscht, QJ=Az=^ ^ \^ und ^«= 1^(07"^ 77)» »Iso ^^ter 



21 



Beachtung der Gl. 34 und 35 

^■/[K-T)'('-^7)^i{(ir-K7)'}] 



39) 



.V, = - 



>+(¥ 




'2x\' 



)■ 



Anwendangen. 

Beispiel 1: Ein aus Blech und Winkeleisen genieteter parabolischer 
Breigelenkbogenträger von 24 m Spannweite und 4™ Pfeilhöhe wird von der 
ans Fig 44 ersichtlichen Gruppe beweglicher Einzellasten (Baddrucke einer 
Lokomotive nebst Tender) getroffen. Sein Eigengewicht/ sowie das der auf 
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ihm rahenden BanUile betrfigt in gleichmfirsiger Verteilung ^=0,7* fDr den 
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ergibt sich der Linienzag ac^h. Wir stellen, um auch Np möglichst grofs 
werden zu lassen, die mittlere der drei gröfseren Lasten in den Scheitel. 
Dann ergeben sich bei den aas der Figur ersichtlichen Einflufsordinaten 

M= 7,5 (0,66 4- 1 ,5 + 1,35) + 5 • 3 • 0,65 =36 »* und 
JVp= 7,5 (1,45 +1,6+1 ,40) + 5 • 3 • 0,70 = 44,0 1 . 

Die über den ganzen Träger verteilte Last g liefert zum Moment keinen, 

X \ l 

zur Normalkraft aber nach Gl. 38 mit g = ^ = 0,7t, _==_ - und -r = 6 den 

»4^' ('-!)'+ Ä] 

Beitrag Ng =i — — =13,2*. Im ganzen ist 

also N= Np +Ng = 44,0 + 13,2 = 57,2 1 = 57 200 kg und M = 36,0» t 
= 3 600 000 cm kg. 

Der Yorbezeichnete Querschnitt hat ohne Gurtplatten ein TrQ = 2250cm« 
und eine Querschnittsfiäche ^o= ^-^ ^™* °"^ ^^^ Gurtplatten von der St&rke « 

(vergLBd. IS.20a.lll) >^-=^^ + JF^.Äo = ~^^ + (24-2.2)5.60 

= ll^ri^ + 20.«-60andF=7'o + 2(24-2.2)5=126 + 40«. Nach GL 3 

S. 70 ist nun 

M , N , . OAA 3600000 , 57200 

^\='^ür-T-T3t d. 1. 8Ü0 = ooi;a an T 



TT ' F' — 2250-60 , ,..^ ' 126+40-« 

6Ö+27i+l^ÖÖ. 

Die Lösung ergibt 8 = 3,5oni, so dafe 2 Lamellen ä 1,2 em und eine 1,1 cm 
die erforderliche Stärke liefern. 

Beispiel 2: Ein Träger von gleicher Pfeilhöhe und Spannweite wie 
Beispiel 1 ist in eine Strafsenbrücke eingef&gt and hat eine ständige Belastung 
^ = 2,0 1 und verteilte bewegliche |> = 1,2 1 zu tragen. Er soll einen 
X - Querschnitt erhalten, welcher bei der Höhe h eine Flantschbreite 0,4/*, 
eine Flantschendicke von 0,06 h und eine Stegdicke von 0,04 ^, also ein 
Widerstandsmoment Tr= 0,026^' und eine Querschnittsfläche JP= 0,084 /»^ 
hat. Welche Höhe h ist erforderlich, wenn die Bandspannung <rj = 800»t 
vorgeschrieben ist? 

Nach S. 87 tritt das negative Gröfstmoment im Querschnitt bei a;=: 0,234 1 

ein, wenn der Träger von einem Eämpferpunkte bis zu j; = 0,4^ vom andern 

mit beweglicher Last p versehen ist £s ist dann nach Gl. 19 

3f = 0,019 pZ* = 0,019 -1,2- 24«= 13,1 mt= 1310000 cm kg. 

Der Beitrag der ständigen Belastung zur Normalkraft ist nach Gl. 38 mit 

^ = ^ = 2,0t und -y = 0,234 



2,o[2.4(l-20,234)2 + |^] 



Ng= _"-I- = 38t 
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and für Torbezeichnete Stellang der beweglichen Last p nach GL 39 mit j = 0,4 ^ 

[2.0,6* (i —2 0,234) + -^ (6« — 2.0,4^6*)] 
A> = 1,2.4 — = 15,5 t. 



}l + (4)'(l-2-0,i34) 



Im ganzen ist also jY=^,+^p= 38 + 15^ =53^*= 53500 kg und aus 
A ni'x. QAA M . N 1310000 , 53500 , ,^ • r ^ .c« 
der Gleichnng 800 = ^ ^= ^p^gX» + Ömh' """^^^ "^^^ '^' 

Beispiel 3: Welche gröfste Randspannnng erzeugt eine sich tlber den 
Träger Beispiel 2 bewegende Einzellast (Chaosseewalze) Ton P==8t, wenn 
neben derselben die standige verteilte Last </ = 2,0 1 f. d. Mtr. wirksam bleibt ? 

Nach S. 89 tritt das grölste negative Moment im Querschnitt ^ = -r 

ein und zwar wenn die Last im Scheitel ruht Es ist dann 3fiiite= — 0,0625 P*{ 
^ — 0,0625 • 8 • 24 = 12 m t == 1 200 000 cm kf . Das gröfete positive Moment 
tritt nach S. 89 im Querschnitte x = 0,21 / ein, wenn die Last über demselben 
liegt und beträgt dann 

Mmax= 0,096 'F'l = 0,096 • 8 • 24 = 18,3 m* = 1 830 000 «»W. 

Es bleibt noch die Normalkraft N für beide Querschnitte zu ermitteln. 

P 
Die Last P erzeugt bei ihrer Lage im Scheitel einen Stutzdruck J. = -^- 

Pl l 

und H= -— r = 1,5 Pf also im Querschnitt x = -r nach Gl. 34 u. 35 u. Gl. 5 
4 / 4 

S. 76 mit Q' = A = ^ 

[|.4.1(l-l) + l..,] 
2^F,=^-Q'sm^ + Hcos^ = P =1,.'>8P= 12,64 1. 

Befindet sich P bei a; = 0,2l /, so wird A = 0,79 P und H= ^'^l ^' ^ 
= 0,63 P und demnach, da ö' = ^ = 0,79 P "^ 

(0,79.4.^(1- 2. ü,21) + 0,63) 
^'p^ = Q'B\n^ + Hcos^=P. ^ ^ =0,ft7P=6,ft6t. 

yi + (4.-i)'(l-2.0,21)« 

Die durch die ständige Last g erzeugte Normalkraft beträgt nach GL 38 

l 
für den Querschnitt ^5= .- 

^•<,= 2,0 . ±—l=JJ=^^M- = 38,0 1 , 
and f&r « = 0,21 l 

[2.4.(1-2. o,ny + P^ 

y<,= 2,0 ■ ^•^-' = 38,5 1 . 

yi + (4 •■^y (1-2-0,21)» 
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Danach ist für den Qaerschnitt 

aj=Ti 3f=— 1200 000 cm kg und iV= 12,64 + 38,0=50,64 t=:rd. 50 600 ki? 
4 

nnd f&r den Qaerschnitt 

Ä=0,2!? Jtf= 1830 000 cm kg und JV= 6,96 + 38,5 = rd. 45,5 t = 45 500 kg. 

Mit Tr= 0,026 Ä'= 0,026 -46' =2530«"» nnd JP =0,084/»«= 0,084- 46* 
= 177cm3 ergibt sich somit in der Innenkante des Schnittes x=~ eine 

r. I. 1200000 , 50600 ^ ,^^ , ^ . , , ^ , ^ , 

Druckspannung <rj= — ^^^^r — | — — — = rd. 760** und m der Aufsenkante des 

c 1. -^ Ao,7 I. 1830000 , 45500 , ^^^, 

Schnittes a: = 0,2 U by= — ö^ön — ^ \ni ^^ ^^^^ ^^^ ' 

Handelt es sich nicht, wie hier angenommen, um unmittelbare, sondern 
am mittelbare Belastung, so hat eine entsprechende Korrektion stattzufinden, 
die indes in vorliegendem Falle zu einem kaum merklich abweichenden Er- 
gebnis fQhrt. 



V. Der Zweigelenkbogenträger. 

a) Allgemeines. 

Jeder in zwei festen Stützgelenken ruhende, von Kräften in seiner 
lotrecht gedachten Erümmnngsebene ergriffene einfach gekrümmte 
Stab wird als Zweigelenkbogenträger bezeichnet. (Fig. 46.) Sein Oleich- 
gewichtszustand in Bezug auf die äufseren Kräfte ist nach den Dar- 




legungen auf S. 6 einfach statisch unbestimmt. Durch Fortlassang 
des Scheitelgelenkes aus dem unter IV behandelten Dreigelenkbogen- 
träger verschwindet die für die Bestimmung des Horizontalschubes 
benutzte Gleichgewichtsbedingung Mc=0. An Stelle der wider- 
standslosen Drehbarkeit beider Bogenhälften im Scheitelgelenk tritt 
dortselbst im Gleichgewicht der Kräfte das von beiden Bogenhälften 
aufeinander ausgeübte Spannungsmoment, das sich in denselben 

Keck, Elutizititalebre. II. 7 
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fortpflanzt and den Träger befähigt, bis zum gewissen Grade auch 
ohne Mitwirkung irgend eines Horizontalschubes, lediglich mit Hülfe 
lotrechter Stützkräfte A nnd B, den angreifenden Lasten gegenüber 
im Oleichgewicht zu sein. 

Bei einer die Leistung eines Horizontalschubes ausschliefsenden 
Lagerung des Trägers würde die mit dem Spannungsmoment einher- 
gehende Biegung allerdings zu einer elastischen Entfernung der 
Stützpunkte A nnd B voneinander fuhren, die zu verhindern (zu 
„bekämpfen'') die ausschliefsliche Wirkung des* an den ^Kämpfer- 
punkten"* auftretenden Horizontalschubes ist. Aus dieser ihm 
obliegenden Leistung ergibt sich auch seine Gröfse. Denkt man 
sich nämlich eines der festen Kämpfergelenke, etwa A, wagerecht 
verschieblich, so tritt eine nach den Ausführungen unter III S. 50 
zu berechnende wagerechte elastische Verschiebung des Punktes A 
ein und nach denselben Regeln läfst sich die Kraft H berechnen, 
welche diese Verschiebung ganz oder teilweise rückgängig zu machen 
oder auch zu verhindern im stände ist. (Vergl. Bd. I S. 126 unter e.) 

Ist nach vDrstehenden Gesichtspunkten in weiter unten näher 
darzulegender Weise für einen hier symmetrisch angenommenen 
Zweigelenkbogenträger der Horizontalschub H bestimmt und sind 
auch die lotrechten Stützkräfte A und B wie für einen „einfachen'' 
Balken ermittelt, so lassen sich daraus in gleicher Weise, wie unter 
IV für den Dreigelenkbogenträger geschehen, die Momente, Normal- 
nnd Querkräfte für beliebige Querschnitte gewinnen. Die Ableitung 
von Kegeln zur Bestimmung des Horizontalschubes mufs also der 
erste Schritt der statischen Untersuchung des Zweigelenkbogens sein, 
die hier zunächst unter der Annahme nur lotrechter Lasten er- 
folgen möge. 

b) Berechnung des HoriEontalschabes, Einflufslinie desselben. 

Lotrechte Wir nehmen zunächst eine lotrechte Einzellast P im Abstände 

Bincellast. u von J5, bezw. l-^u^u von A wirkend an. (Fig. 47.) Das 
ergibt in A und B die lotrechten Stützkräfte 

A^j'P und B = jP. 

Der in den Kämpferpunkten angreifende Horizontalschub H 
werde als statisch nicht bestimmbare, unbekannte GMse in die 
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Bechnuog eingef&hrt. Auf einen Qaerschnitt tt links von P (Fig. 47) 
im Abstände .r von .1 wirkt damit ein Moment 



1) 



J/, = .l .r— £ry = 



Gl. 5 S. 76 eine Normalkraft 



P'H 

l 



P'lf 



X — JI*y 



und nach 



A'x = Ö.r' • sin </? 4-i/-cos^ = — — sin^^^- JET cos?).*) 



/ 



Fig. 47. 



(a) 



<h) 




Für einen Schnitt t't' rechts von P im Abstände x' von B 
erhält man ebenso 



la) 

2a) 



l 

P'U 

^jc' = Qx' sin <jr/ + H' cos (p' = —j— sin q/ + Hcos ip' . 



*) Diese Gleichang ist, wie man leicht erkennt, für den Zwei- ebenso 
wie för den Drelgelenkbogen gültig. 
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Sehen wir H zunächst nicht als einen absolaten Widerstand 
der starren Eämpferponkte, sondern als eine aktive Kraft an, so 
ergibt sich ans dem Zusammenwirken derselben mit der Last P 
und den lotrechten Stützkräften A und B eine gewisse gegenseitige 
elastische Verschiebung AI der Eämpferpunkte Ä und B in der 
Bichtung ihrer Verbindungslinie, die wir als positiv oder negativ 
bezeichnen wollen, je nachdem A l sich als Vergrößerung oder Ver- 
kleinerung der Spannweite l ausweist. 

Zur Bestimmung von AI denken wir uns den Bogenträger im 
Querschnitte der Last P festgehalten und berechnen die Ver- 
schiebungen Au' und Au der Punkte A und B, Es wird dann 
Al^Au'+Au, Wir erhalten nach Gl. 4a S. 53, wenn wir J.r^ 
mit Au^ bezw. Au\ M mit — Jf,, bezw. — M^^ und N mit — A^, 
bezw. — N», vertauschen*) und yi==0 setzen, 



.H' 



r.„f 



• U 



''■'\'^'t-\%fAhn'--M^ 



-J_ ( P* — sin a) + /i- cos 0? I dfiT, 



s 




'' "" JE \EF~^ \JE 

itt 



L (^«y_.,y.) ,, 



s 



— \ ~FF l^* T ^*" ^^ "^ ^-COS (p'j dx' 



und durch Addition beider Werte 



3) 



iW 



^^= WM-r-^-''^-^--^')'^^" Wkl^'-'- •^'-^'•^'")'' 




• u 



— \ •^(^— ^- sin fl9+//cos 99Jrf j: — 1 — -^ 



I u 

tJo 



*) Die negativen Vorzeichen von Mjc und Nx entsprechen dem entgegen- 
gesetzten Sinne dieser Gröfsen in Fig. 32. 



• • « 
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Ersetrii man äs durch , bezw. durch 



und nimmt 
C08 93 cos q)' 

den Trägerquerschnitt konstant an, so folgt nach entsprechender 
Gruppierung 



4) 



dl = 



JE 



Z icosflp l ]cosq) F 




+ y\sin99'-dti?'' 



-i 



^su' 



cos 




•)U' 



y^'dx jAy'^'dx' 



cos?? 



cos??' 



(P'dx + X zo%(p''daf 



i 



Der positive erste Teil von A l drückt den auf Entfernung der 
Eämpferpunkte A und B gerichteten Einflufs der Last P, der 
negative zweite den die Näherung jener Punkte anstrebenden Einflufs 
von B aus. Ist durch irgend welche Umstände ein bestimmtes A l 
bedingt, etwa bei starrer Lagerung der Kämpferpunkte Al = Oj so 
drückt Gl. 4 eine bestimmte Abhängigkeit zwischen P und H aus. 
Die unmittelbare analytische Benutzung der Gl. 4 zur Berechnung 
des Horizontalschttbes H aus einer gegebenen Last P setzt die 
Kenntnis der Abhängigkeit zwischen o?, y und ?), d. h. die Gleichung 
der Bogenmittellinie voraus. Vielfach fällt aber auch dann die 
Lösung der Integrale sehr umständlich aus und es fragt sich, ob 
und welche Vereinfachungen der Gl. 4 ohne wesentliche Beeinträchti- 
gung ihrer Genauigkeit möglich sind. 

j 

Es wird sich zeigen, dafs die mit dem Faktor -z^ behafteten, 

der defonnierenden Wirkung der Normalkraft entstammenden Glieder 
sowohl im Minuenden (erste eckige Klammer), als bei nicht sehr 
flacher Bogenform auch im Subtrahenden (zweite eckige Klammer) 
rechtsseits der Gl. 4 gegenüber den andern Werten verhältnismäfsig 
sehr klein ausfallen. Das betreffende Glied der ersten Klammer wird 
um so kleiner, je kleiner das Pfeilverhältnis und damit der Gröfst- 
wert von q> sich gestaltet und umgekehrt In dem Grenzfalle, wo 
der flache Bogen in die Form eines geraden Stabes übergeht, wird 
überall 9) = und damit der Wert des ganzen Gliedes gleich Null. 
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Id dem anderen extremen Falle, wo der Bogen etwa Halbkreisform 
annimmt und P in der Bogenmitte nibt, also x==r{l — sin^/))» 

sin 9) = und «=«'=-— = r ist, wird 

Das zweite Glied des Subtrahenden wird um so gröfser, je 
kleiner das Pfeilverhältnis und je kleiner also der Qröfstwert von (p 
ist und umgekehrt. Im äuisersten Falle, wo der flache Bogen in 
die Form des geraden Stabes übergeht, cp^O und cos v^ = 1 ist^ 

wird der Wert des Gliedes gleich \dx+ \dx\ =-^'f und 

mit x = r{l — sin 99), also dx = — rcos(p'd(p für den Halbkreis 

— !\cos^-c?.r4-\cos<p'-rfa? j = — 2 —rXcos^f/^dy = —./•• - 

Während also der Bogen von einer völlig gestreckten Form (Pfeil- 
verhältnis gleich Null) bis zum Halbkreise sich ändert, schwankt der 

Wert des ersten mit dem Faktor -=. behafteten Gliedes der Gl. 4 zwischen 

F 

l J ' J J 

und -j'-^ und der des zweiten zwischen /— und 0,785 Z — . 

Wir wollen in folgendem daher das erste Glied vernachlässigen 

und das zweite auf l— abrunden. Beide Vereinfachungen gleichen 

sich insofern in gewissem Grade aus, als sowohl der Minuend wie 
der Subtrahend in Gl. 4 dadurch vergröfsert wird. Weiter unten 
wird sich zeigen, dafs der damit begangene Fehler in der|]Tat 
praktisch völlig verschwindend ist. 
Damit nimmt Gl. 4 die Form an 



ö) 



Al^-^ 



P 
JE 



• M 



• M 



n {xy*dx v'ix'ydx' 
7 1 C0Sfl9 l] cosr// 



JE 




y^'dx 
cos9> 



COS <p' F 
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Die genaue allgemeine analytische Lösung der Gl. 5 bietet 
auch jetzt noch Schwierigkeiten. Es soll daher ?or weiterem eine 

graphische LSsung 

entwickelt und als Mittellinie eine beliebige aber symmetrische 
Kurve angenommen werden. 

Wir ziehen zu diesem Zwecke in irgend einem Punkte 99 der 
Bogenmittellinie (Fig. 47) eine zu dieser senkrechte Schnittlinie tt 
bis zum Schnittpunkte S mit der Kämpferlinie A B und bestimmen 
auf der Lotrechten durch fd den Punkt S9r so, dafs 99r3)^96: 

= — ^ = 3/r wird. Wird fQr jeden Punkt 5B der Bogenmittellinie 

der zugehörige Punkt 99r bestimmt, so erhält man in der Ver- 
bindung aller dieser Punkte eine die Bogenmittellinie begleitende, 
in der Figur gestrichelt angegebene Kurve, die hier kurz als 
S9r- Linie bezeichnet werden möge, während wir unter der 93«- -Fläche 
mit dem Inhalte F^^ die von der 99r-Linie und der Kämpferlinie A B 
begrenzte Fläche verstehen wollen. 

V v' 

Ersetzen wir in Gl. 5 — ^— durch Vr , bezw. — ^ — - durch v/» 

cos<p ^ cos 9^' 

so erhalten wir 

Die Integrale der Gl. 6, in welcher ^r, bezw. tjr die Ordinaten 
der 93r- Linie bezeichnen, lassen sich nun wie folgt deuten und be- 
stimmen: 



•ii' 




Es ist V^-yrdoc^ V^-j-yr dx = M^^, gleich dem Biegungs- 
momente eines mit der 99r- Fläche belasteten einfachen Balkens von 
der St&tzweite l in Bezug auf den Lotschnitt durch P; denn, sehen 
wir die Teilchen yr-dx und yr-dx' der S5r-Fläche links und rechts 
von P je als Einzellasten an, so sind ihre Biegungsmomente in Bezug 

auf P -j^'dx-yr und -j-'dxf'y'r. 



104 Dritter Abschnitt. Elastizität «. Festigkeit einfach gekrümmter Stäbe. 

Ferner ist Kyyrdüß-^ \y''yrdx'==28^^y d.h. annähernd gleich 

Jo Jo 

dem doppelten statischen Moment der 99r- Fläche in Bezug auf die 
Kämpferlinie AB^ %o verstanden, dafs die als wagerechte Kräfte 
zu denkenden Flächenteilchen yr-dx mit ihren Schwerpunkten auf 
der Bogenmittellinie liegend, also am Hebelarm y wirkend, einen 
Momentenbeitrag yrdx'y liefern. Wir bezeichnen diese Momenten- 
summe mit 2 5iB^, weil sie ersichtlich annähernd doppelt so grofs 
ist, als das eigentliche statische Moment der S^r* Fläche in Bezug 
auf die Kämpferlinie AB, 

FQhrt man die Momente M^^ und 2 S^^ an betreffender Stelle 
in Gl. 6 ein, so folgt 

7) '^'=;Ä'^»'-;Ä(2*«-+4)- 

Die Momente M^^ und 2S^^ können, wenn ihre analytische 
Berechnung fQr eine bestimmte Bogenform nicht etwa einfacher 
ausfallt, immer auf graphischem Wege fAr jede Bogenform leicht 
ermittelt werden. Durch das dargelegte Verfahren läfst sich also 
für jede Bogenform, wenn zwei der drei Gröfsen AI, P oder // 
gegeben sind, die dritte bestimmen. 

Die Lösung der Gl. 7 für H ergibt 

Q^ TT ^'^^r AUE 

8 j // = Y Y ' 

2Sö, + Z^ 2S^,+h-^ 

Mit Al = 0, d.h. bei völliger Starrheit der Kämpferpunkte 
.1 und B^ verschwindet das zweite Glied. 
Einflofg der Obiger Entwickelnng liegt die Annahme zu Grunde, dafs der 

Temperatur. Bogen im Augenblicke des Angriffs der äafserea Kräfte spannungslos 
ist. Wird er nun bei einer bestimmten Temperatur unbelastet und 
spannungslos zwischen die un verschieblich angenommenen Kämpfer- 
gelenke eingebracht und tritt eine Temperaturänderung ein, so 
entsteht mit derselben, je nachdem es sich um eine Erwärmung oder 
Abkühlung handelt, ein positiver oder negativer Horizontalschub H, 
der die Längenänderung verhindert. Letztere aber würde, wenn 
einer der Kämpferpunkte, etwa J, verschieblich, ein H also nicht 
vorhanden wäre, AI = £-1-1 sein, worin s die Ausdehnungsziffer und 
t die Temperaturänderung bedeutet. H mufs nun im stände sein, 
diese als eingetreten gedachte Längenänderung rückgängig zu machen. 
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also eine gleich grofse negative Längenänderang herbeizuführen. 
Setzen wir daher in Gl. 8 Al=^ — e^t-l und nehmen gleichzeitig 
eine lotrechte Last P wirkend an, so wird 

9) ir=-J^l^-+ '''-'^ 



Sind die Punkte A und B nicht starr, sondern etwa durch ein Elastische 
elastisches Band gegenseitig festgehalten, welches, wie der Bogen, NachgleMg- 
vor dem Kräfteangriff spannnngslos war, so hat dasselbe, nachdem „^ ^^^_ 
das Gleichgewicht zwischen den äufseren und inneren Kräften ein- pukte. 
getreten ist, den Horizontalschub aufzunehmen und erfährt demgemäfs 

ö TT»? 

eine Verlängerung zJ / = —-.?=—-—-, worin jf^i den Querschnitt 

und El das Elastizitätsmafs des Bandes bezeichnet Damit wird 
nach Gl. 7 

10) //= *' 



oder, wenn nur die Spannung Oy des Bandes vorgeschrieben ist, 
mit Al = ^'l 

10a) ^ H^J^^ '^ '-'^ 



Hat das Material des elastischen Bandes die gleiche Wärme- 
dehnungsziffer B wie der Bogenträger selbst und unterliegen beide 
denselben Temperaturänderungen, so bleiben diese ohne Einflufs auf H. 
Wird Bogen und Band ungleichen Temperaturänderungen unter- 
worfen, so ist die Differenz im Sinne der Gl. 9 zu berücksichtigen, 
indem man t mit t^—t^ vertauscht 

Zur Bestimmung des nur von der Bogenform und Spannweite 
abhängigen statischen Momentes 2 fi^^ zeichnen wir zu der 99^- Fläche, 
deren Teile yr-dx wir zu diesem Zwecke als wagerechte, in den 
entsprechenden Punkten der Bogenmittellinie wirkende Kräfte ansehen, 
mit einer geeigneten Polweite ^ und dem Pol (Fig. 47) eine Seil- 
linie DGE. Dabei ist der den Inhalt F^^. der 93r- Fläche dar- 
stellende, in der Figur nur zu einer Hälfte angegebene Streckenzug 
wegen seiner noch anderweiten Benutzung der Einfachheit halber 
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Biegangs- 

linie al8 

Einflofü- 

Hnie. 



in lotrechter Lage angenommen und die Seilecksseiten senkrecht za 
den entsprechenden Polstrahlen gezeichnet Wir erhalten dann bei 
den ans der Figur ersichtlichen Bezeichnungen 

Die Orörse if«^ hängt yon der Lage der Last P ab nnd tritt 
in den Ansdrücken für JET, 61. S-^IO, als Zähler eines Quotienten 



von der Form 



Jaq 



9t 



auf» worin 9t = 2 S^r + C ist, mit C als einer 



Mit l als Mafs* 



vom Trägerqnerschnitt nnd von der Nachgiebigkeit der Eämpfer- 
pnnkte A nnd B abhängigen Konstanten. Wir wählen daher zur 
Zeichnung der Seillinie acb (Fig. 47) fttr die Bestimmung von M^r 

eine Pol weite §'= -y- mit n als ganzer Zahl und erhalten, wenn 

T] die Ordinate der Seillinie in der Lotrechten durch P ist, 

einheit JfBr 7] wird nach Gl. 8 

PMI 
H^—^+C'=-P'n'Ti + C\ worin C eine 

von der Temperatur und der Nachgiebigkeit der Kämpferpunkte 
A und B abhängige Konstante ist. 

Bei starren Kämpferpunkten und gleichbleibender Temperatur 
ist C=ly und C gleich Null, also 9l = 2SB, + ^^ und 

11) H^Pn-fj. 

Die Seillinie acb (Fig. 47) erscheint daher als Einflurslinie des 
Horizontalschubes mit n als Multiplikator. 

Das durch die Seillinie acb bezw. durch Gl. 11 ausgedrückte 
Einflufsgesetz für H kann man wie folgt gewissermafsen physisch 
entstanden denken: Ist der Bogen in B starr festgehalten und in A 
wagerecht verschieblich, so erzeugt jeder als aktive Kraft gedachte 
bei A tätige Horizontalschub eine ihm verhältnisgleiche elastische 
Verschiebung A Z^, deren absolute Gröfse dieselbe ist, einerlei, ob H 
nach links oder rechts verschiebend wirkt und einerlei, ob H allein 
oder noch andere Kräfte auf den Bogen wirken. Ist nun AIh=i 
die durch eine Kraft £f = 1 erzeugte Verschiebung, so leuchtet ein. 
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dafs zur Hervorbringung irgend einer bestimmten Verschiebung AI 

eine Kraft H= -j- erforderlich ist. Wird A l durch eine Einzel- 

last P hervorgerufen und nach dieser Entstehung mit A Ip bezeichnet, 
so würde die Kraft H^ die diese Verschiebung rückgängig zu machen 

oder zu verhindern im stände wäre, H== . ^ sein müssen. 

Legt man der Last P den Wert Eins bei und ersetzt A Ip durch 
Alpzzit so erhält man in 

12) 7/ = 7^ == ^~^ die Gleichung der Binflufslinie 

für H in allgemeiner Form mit —r- als Multiplikator. Ist nun 

AyH=t die elastische Änderung, welche die Ordinate y der Bogen- 
linie im jeweiligen Lastangriifspunkte unter der Wirkung von 11= 1 
erfährt, so besteht nach dem MaxwelFschen Satze von der Gegen- 
seitigkeit der Verschiebungen (S. 34) die Beziehung Alp^i = AyH=i' 
Damit kann man Gl. 16 auch schreiben 

In Gl. 13 drückt Ay^^i die unter der Wirkung einer Kraft 
If==l entstehende elastische lotrechte Verschiebung der einzelnen 
Funkte der Bogenlinie aus und Gl. 13 stellt in diesem Sinne die 
Gleichung der Biegungslinie derselben, sowie gleichzeitig das Ein- 
flulsgesetz für U dar, wobei es völlig einerlei ist, ob die Kraft 
^=1 nach rechts oder links wirkend angenommen wird. In einem 
Falle hebt sich der Bogen, im andern senkt er sich; immer aber 
kann das Mafs der Hebung oder Senkung als Einflufsordinate für H 
angesehen werden. 

Mit dieser Erkenntnis ist zwar für die Anwendung in vor- 
liegendem Falle nicht viel Neues gewonnen; sie wird aber zur 
Entwickelung von Einflufslinien in anderen Fällen wichtige Dienste 
leisten. Die Werte Alp=i = Ai/H=zi, wie auch der Konstantwert 
AIh=i io Gl. 12 u. 13 lassen sich aus Gl. 6 oder 7 gewinnen, indem 

man einmal 11=0 und P= 1 und ein anderes Mal P=0 und 

P* 31 • w • w 
H= 1 setzt. Mit Hülfe der Figur erhält man Alp= . ^^, , 

H-S-^ + l-y 
"^^^ JE • 
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Die hier entwickelten graphischen Begeln zur Bestimmung des 
Horizontalschnbes kSnnen als grundsätzlich genau und allgemein 
anwendbar gelten. Für Bögen mit kleinem Pfeilverhältnis und 
dementsprechend kleinen Winkelwerten q> kann man mit Annäherung 
in Ol. 5 cos9>=l setzen. An Stelle der 9)r- Linie tritt dann die 
wirkliche Bogenlinie, während im übrigen das Verfahren völlig 
ungeändert bleibt Da indes die Entwicklung der 9$^- Linie aus 
der wirklichen Bogenlinie sich äufserst einfEkch gestaltet, so bietet 
das angedeutete Näberungsverfahren bei graphischer Behandlung der 
Sache kaum eine Vereinfachung und soll daher hier nicht weiter 
verfolgt werden. 

Behandelt man nach oben dargelegtem Verfahren vergleichsweise einen 

f 111 

Kreis- und einen Parabelbogen von den Pfeilverhältnissen y gleich -5-, — und — , 

80 ergibt sich zunSchst der Inhalt Ffß^ der 93r- Flache auf die Spann- 
weite l als Längeneinheit bezogen zu 

Pfeilverhältnis 4 -!- i 

3 4 d 

- 93^- Fläche =FjB^ 
Kreisbogen 0,275?» 0,193 P 0,146 /« 

Parabel 0,26/« 0,183 P 0,142 P 

Zeichnet man die Seillinie zur Bestimmung des statischen Momentes 
2 SjQ^ mit der Poiweite ^ = 0,H^ und die Einflufslinie des Horizontalschubea 

mit einer solchen ^'=.'^==^{^2 Sfß^ + l-^) =J(o^P' C+l-^^ 

= n ( 0,1 Z • C+ ^j =3- (0,1 • 7 + ^j , so ergeben sich die aus nachstehender 

Zusammenstellung ersichtlichen Werte für C, ^ tind jp', sowie Päv die Ein- 
flufsordinaten n • tj von H in der Bogenmitte, wobei wieder ein Querschnitt 

von ^- = 0,0004 p zu Grunde gelegt ist 

Pf eil Verhältnis ^ t t 

6 4 

Werte von C 

Kreisbogen 0,72 Z 0,39/ 0,235 Z 

Parabel 0,65/ , 0,355/ 0,230/ 

Werte von 9i = C- 0,1 /* + 0,0004 /» 
Kreisbogen 0,0724 P 0,0394 / » 0,0239 / • 

Parabel 0,0654/« 0,0359/» 0,0234/» 

Werte für ß' = ti~ = 3.4 
^ / / 

Kreisbogen 0,2172/« 0,1182/-' 0,0717/» 

Parabel 0,1962 /* 0,1077/» 0,0702/« 
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Pfeilverhältnis -5- -r t" 

o 4 5 

Einflufsordinate n • 17 = 3 > 17 für die Bogenmitte 

Kreisbogen 3.0,183 3 • 0,25 3 0,315 

= 0,55 == 0,75 = 0,945 

Parabel 3- 0,1 97 3-0,26 3-0,32 

= 0,59 = 0,78 = 0,96 

Unterschied 7^0 4Vo 1,5 0/0 

Ans vorstehenden Darlegungen erkennt man, inwieweit und für welche 
Pfeilverhältnisse es zulässig ist, einen Kreisbogen durch einen Parabelbogen 
zu ersetzen. 

Es soll nun noch festgestellt werden, in welchen Grenzen bei den ge- 
wählten Pfeilverhältnissen der Fehler der auf S. 102 Torgenommenen Ab- 
kürzungen für die Bogenmitte ausfallt. 

Das vemachlässigte, mit dem Faktor -=^ behaftete Glied der ersten 

(eckigen) Klammer Gl. 4 wird dort von dem übrigen Werte der KlammergröCse, 
der gleich M^ ist, abgezogen. Nach obigem ist für das gewählte kleinste 

Pfeilverhältnis Jlf|^=$'o7?=0,0717.r^.0,315i=0,02252S für die übrigen 
Pfeil Verhältnisse aber gröfser. Das vernachlässigte Glied ist nach S. 102 selbst 

für den Halbkreis nur gleich -j-p^ in vorliegendem Falle also gleich 
-j- 0,0004 2' = 0,0001 2'. Der durch Aufserach tlassung desselben begangene 
Fehler ist also selbst in ungünstigen Fällen noch kleiner als -^ °/o- 

Der durch Abrandung des mit ^ multiplizierten Gliedes der zweiten 

(eckigen) Klammer der Gl. 4 auf l • -^ entstandene Fehler ist nach S. 102 für 

den Halbkreis gleich i-^ 0,785 • Z- -^v = 0,215 ?^, für den zu Grunde ge- 
legten Querschnitt also gleich 0,215 T 0,0004 Z^^r. 0,000086 ^8. Für üachere 
Bögen fallt er entsprechend kleiner aus. Er führt eine Yergröfserung des 
ganzen mit 91 bezeichneten Klammerwertes, der für den gewählten flachsten 

Bogen gleich 0,0234 Z» ist, herbei, die weniger als ^???^ = 0,0037 , d. i. 

ü,Uio4 

weniger als 0,4 ^o ausmacht. Da beide Fehler sich aufserdem noch in gewissem 
Grade ausgleichen, so können sie in der Tat in allen Fällen als praktisch 
völlig verschwindend gelten. 

Es mag hier noch darauf hingewiesen werden, dafs das ganze 
Glied l'^ hier gleich 0,0004^3, f^r das Pfeil Verhältnis ^=^ bei 

Farabelform des Bogens nur * = 0,006 d. i. 0,6 7o des Gesamt- 
wertes von 91 ausmacht, mit dem es durch Addition verbunden 
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ist nnd dars dieser Anteil an 91 bei ~ = -r auf -^ = 0,oi , oder 

/ 4 0,0394 

rd. 1 Vo und bei 4 = ^ auf ^p^ = 0,017, oder rd. 1,7 »/o steigt 

' / 5 0,0234 » / o 

Nach vorstehender Bemerkung kann man in vielen Fällen der 
Anwendung, insbesondere bei nicht zu geringen Pfeilh9hen oder bei 

vorläufigen Ermittelungen das ganze Glied / • ^^ vernachlässigen 

und gelangt dann ffir die Bestimmung des Horinzontalschubes zu 
der erheblich einfacheren Gleichung 



14) 



JI=P 



Ml 



2 5«, 



Zeichnet man jetzt die Seillinien ach und DCE (Fig. 47) 
mit derselben Polweite ^, so wird M£^ = ^-t} und 2<S«, = ^-.C 
and daher 



14 a) 



II^P.%. 



Danach ist i} mit ,C als Marseinbeit Einflufsordinate und ach 
Einflufslinie von H. 

Die Benutzung der Gl. 14 und 14 a gestaltet sich um so vor- 
teilhafter, als nicht, wie in allen übrigen Gleichungen, bereits die 
Kenntnis des Trägerquerschnittes vorausgesetzt wird. 

Waf;ereehte Es mögen nun vor weiterem die allgemeinen Regeln zur Er- 

Biazelkraft. mittelung des durch eine wagerechte Kraft P hervorgerufenen 

Horizontalschubes abgeleitet werden. Wie man leicht erkennt, 

müssen jetzt die in den Kämpferpunkten A und B (Fig. 48) an- 

Fig. 48. 




greifenden wagerechten Stützwiderstände beide der angreifenden 
Kraft entgegengesetzt gerichtet und im allgemeinen der Gröfse 
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nach Yoneinander verschiedeD sein. Wir wollen sie daher mit 
Hl und Hr bezeichnen. Die statischen Gleichgewichtsbedingangen 
liefern nun folgende 3 Gleichungen: 

14) Hi + Hr = P und 

15) ^ + ^ = 0, 

sowie in Bezug auf B die Momentengleichung 

16) -^•? + P-yp=0. 

Die vierte zur Bestimmung der vier Unbekannten A, B, H^ 
und Hr erforderliche Gleichung soll wieder aus der gegenseitigen 
elastischen Verschiebung AI der beiden Punkte A und B in der 
Bichtung ihrer Verbindungslinie abgeleitet werden. Wir denken 
uns Hl und Hr wieder als aktive Kräfte und erhalten nach GL 4 a 
S. 53, wenn wir den Träger in P festgehalten annehmen mit 

A='-B = — z-^ und ds 



l cmq) 



i« r^U ,^u 



und 



^ JE \ FE \l'JE cos 9? 

^ . Hl y'^dw [Ui ^ ( P'Vp . ^ 




fir y'^'doi' [ Hr , j , . -^ . , j , 

J:E cos^p \FE ^ . Y'FE ^ 

und daraus, wenn der Querschnitt konstant angenommen wird und 

— ^ bezw. ^ , wieder als Ordinaten Vr und y/ der S3r-Linie 
co8f> cos?? ^ ^ 

angesehen werden 




Al^Au'+Au = j-j^!\ap''yr'dx'—\a!>yr'dx\^ 

8in95^d^'[-j-^(y-3/;-da?'-j-|U-y,..da7[ 



i; 
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Ersetzt man gemäfs Gl. 14 Ht durch P—Hr und läfst das 
ölied j^j^l\smq>'dx--^sin(p''dx'\ als sehr klein aufier acht. 



80 folgt 

PypiC", , 



17) 



Bundet man nun wieder (vergl. S. 102) \cos (p'da^+ \ cos (p'-dx 

e Jo 

cos (p'dx auf a ab. 



t'o 



indem man co8 9J=1 setzt, beachtet ferner, dafs {x'-Vr-do)' und 

! /*U' 

xx'^r'do! die statischen Momente Mr und Jf, der als lotrechte 

Kräfte gedachten Teile i/rdx der 5Br-Fläche rechts und links 
von P in Bezug auf die Kämpferpunkte A und B sind, dafe 

^''yr'd.v'-^iyi/r'd.v das statische Moment 2 5»^ der ganzen 

e Jo 

SBr-Fläche und [i/yr-dx dasjenige 2 So»,, des Teiles derselben 

links von P von x=0 bis x^u' in Bezug auf die Sehne ^^ ist, 
so schreibt sich Gl. 17 wie folgt: 

Ist A l bekannt, so läfst sich nach Gl. 18 Er aus P bestimmen. 
I Für zlZ = 0, starre Kämpferpunkte A und B und konstante 

Temperatur wird 

! 19) Hr^-^ ^-1. 

i 2aS«^+---J! 

i . . ^*® ^®^® ^^' ^" ^"»r ""d ^r kann man für jede be- 

liebige Bogenform bei gegebenem Kraftangriff wieder graphisch 
ermitteln und danach Hr bestimmen. 
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In den zahlreichsten und wichtigsten Fällen der Anwendung, 
in denen es sich um Windkräfte handelt, wie bei Dachkonstruktionen, 
kommen verhältnismäfsig grorse Pfeilverhältnisse in Betracht, in 

<lenen die Glieder — • l und — • u' gegen die übrigen Wert« rechts- 

x Je 

seits der 61. 19 verschwindend klein ausfallen. Oreift P beispiels- 
weise in der Trägermitte an, so haben beide Glieder gar keinen 
Einflurs auf Hr und Hi, denn es ist dann Mr^ Mi = 0, 

2 (^»r)o' = 2 ^ '^®*' "°* ^^^^^^ ~F ^2'f^2'f'^' *'^^ °^^* ™* 

p 
ohne beide Glieder 11= -^ , welches Ergebnis auch an sich ohne 

weiteres als richtig erkennbar ist Vernachlässigen wir danach beide 
Glieder, so wird 

^(Jf.-Jf,)+2(Ä«^)S'J 



P 
20) Hr= — 



2&B. 

In Fig. 49 ist die in Gl. 20 enthaltene Beziehung zwischen 
Hr und P graphisch entwickelt. Es wurde mit derselben Pol weite 
^ und dem Pole zu der 93r = Fläche eine Seillinie acb im lot- 
rechten und DCF im wagerechten Sinne gezeichnet. Dabei sind 
die Tangenten der letzteren der Einfachheit halber senkrecht zu 
den entsprechenden Polstrahlen gezogen. Wegen der angenommenen 
Symmetrie ist der Bogen nur zur Hälfte dargestellt. Bei den aus 
der Figur ersichtlichen Bezeichnungen ist nun JUr^^-eb^ 
Mi = ^'gh, also Mr — Mi = S^-eg, wobei zu bemerken ist, dafs 
SQ-gh das gleiche Moment des dem Teile der S3r-Fläche links von 
P symmetrisch gelegenen Teiles der rechten Bogenseite in Bezug 
auf B ausdrückt. Ferner ist 2(SaJj' =$>-^' und 2S»^=$>-^, also 

Wählt man jetzt etwa auf der Wagerechten durch c einen 
Pol Ol im Abstände l von hd, zieht durch irgend einen Punkt i 
auf der Bogensehne AB je eine Gerade rechtwinklig zu Oj« und O^g 
und durch P eine Wagerechte, welche jene in k und l schneidet, 
so folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke eO^g und Teil 

^-eg ==kl = £" und demnach auch Hr^ ^ -. 

Keck, ElMtUitttfllehr«. II. 3 



1 1 4 //r/W<r A^f^^^mMÜ hUMj4,sä^ u. ht^tt^^^ä ^^•cmA fri 



VMA mam ik Strad» S ^ Maftrhihiit fir ^ -^ ». » 
wird ftr i>-l 

Uftt man dw Knft P roo P Daeh P" rtekoi* » tiotai / 
nnA i/ a0 di« Stella too ^ und ^ und die Sinkko tFxOi/ imd 

F% 49. 




«rj.Uiy' bestimmen auf der Wagerechten durch P' die Punkte V 
und /" . Wandert P auf der Bogenlinie, so beschreiben die Geraden 
\k und %l einen Strahlenbflschel um i und die Schnittpunkte ib 
und / mit den entsprechenden Wagerechten legen die geschlossene 
Kurve ik^l fest Tragt man deren Sehnen ^" mit den zugehörigen 



Vb. Zweigelenkbogen, Berechn, des Horizontalschubes, Einflußlinie, 115 

Strecken S' von einer Lotrechten m n aus in der jeweiligen Richtungs- 
linie von P zusammen als Ordinalen qr=S" + S''=V'r a«f> so er- 
hält man in mrp die EinfluMnie von Hr» In Bezug auf eine 
Lotrechte mini im Abstände ^ von mn ist mrp Einflufslinie von 

Hl, Wandert P von A nach C, so wächst Hr von Null auf 

P P 

-^ und Hl nimmt von P bis auf — ab. 

Die Seillinie acb stellt, wie bereits auf S. 110 erwähnt, bei den 
oben vorgenommenen Abkürzungen die Einflufslinie des Horizontal- 
schubes für lotrechte Bogenbelastung dar, wenn man S &ls Mafs- 
einheit ihrer Ordinalen rj ansieht. 

Ist hiernach eine beliebig geneigte Einzelkraft gegeben, so Beliebig 
kann man den durch sie hervorgerufenen Horizontalschub finden, p^^^S^ 
indem man sie in ihre lot- und wagerechte Seitenkraft Y und J^ '^ 
zerlegt Man erhält dann unter Bezugnahme auf Fig. 49 für nicht 
zu flache Bögen 

22) ^, = ^^ and 

22a) fl;=^5i+Z:5. 

Analytische Lösung. 

In folgendem soll noch dargelegt werden, inwieweit für be- 
sondere Bogenformen eine in vielen Fällen vorteilhaftere und be- 
quemere, hinreichend genaue analytische Ermittelung des Horizontal- 
schubes möglich isi 

Wir setzen zunächst eine parabolische Bogenform voraus. Die Parabolische 
Gleichung der Bogenlinie bezogen auf einen der Kämpferpunkte als B|>g®"f''>™ 
Koordinatenanfang lautet dann mit f als Pfeilhöhe Tfeiihfih*^ 

Für Bogenträger mit kleinen Pfeilverhältnissen kann man mit 
einer meist genügenden, weiter unten noch zu besprechenden An- 
näherung in Gl. 5 cos^==l setzen. Man erhält dann 



24) 



L e-' »0 J 

l •' e/ J 



8* 
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Ffib* den ersten Elammerwert wird, wenn man nach Mafsgabe 
der GL 23 y durch ^, bezw. 3/ dnreh .r' ersetzt, u mit l — u ver- 
tauscht und die Integration ausfuhrt 

^fy p(?-^)d^+ j Q\l-af)dx'\ ='(j^\u'^4l^3 w')+ w2(4Z-3 u »1 

" 3 r"^z /^r 

Die beiden Integrale der zweiten Klammer drücken das 
doppelte statische Moment 2 8^ der Bogenfläche in Bezug auf die 
Eämpferlinie aus und man erhält danach 

Damit geht 61. 24 fiber in 

»^^ AI P ^ ull — u)(^ , u «2N H ( 8 ^. , , , J\ 

25) Jl^—.f.—^(i + ---)---[-.f^.l + l.-). 

Die Benutzung der Ol. 25 zur Bestimmung einer der GrOfsen 
Al^ H oder P, wenn die beiden andern gegeben sind, kann nun 
in bekannter Weise geschehen und dabei auch der Einflufs der 
Temperatur oder einer elastischen Nachgiebigkeit der Eämpferpunkte 
auf JZ in der auf S. 104 u. 105 erläuterten Weise berücksichtigt 
werden. Wir wollen hier konstante Temperatur und starre Eämpfer- 
punkte, also ^Z=0, voraussetzen und erhalten dann bei Lösung 
mr H 

26) JJ= — ^ \ l l J 



'4'^T-7^) 



Mit ^=1 ist Gl. 26 als annähernde Gleichung der Einflufs- 

linie für H anzusehen. Es möge nun zunächst festgestellt werden, 

welche Abweichungen gegenüber der grundsätzlich genauen 

f 1 1 1 

graphischen Ermittelung für die Pfeilverhältnisse ^ = -, j und - 

und TT, = 0,0004 p (Gl. 26) ergibt Wir erhalten für die Träger- 



Vb. Zweigelenkbogen, Berechn. des Horizontalschubes, Einßuülinie. 117 

mitte, d. i. für u^— folgende annähernde Einfla&werte, denen die 

S. 109 mitgeteilten auf graphischem Wege ermittelten vergleichsweise 
hinzugefügt sind, 

Pfeilverhältnis - -r- j- 

3 4 o 

Annähernde Werte von H fftr P= 1 . . 0,58 0,77 0,96 

Graphisch ermittelte Werte von -ET fftr P= 1 0,59 0,78 0,96 

Unterschied rund 2^0 l'AVo — 

Die Annäherungsergebnisse nach OL 26 weichen also für Pfeil- 
verhältnisse unter 1 : 5 für die Trägermitte nicht mehr merklich von 
den genauen ab. 

Ol. 26 ist indes noch einer Vereinfachung fähig, wenn man 
für den mit u nicht sehr veränderlichen Wert der zweiten Klammer 
einen mittleren Festwert einfahrt. 

Setzen wir «(1 + 7—7^) = ^ ^ßd das vom Querschnitt ab- 

15 J 
hängige Olied -^-tö-^^^» ^ nimmt Ol. 26 die Form an 

um zu einer Bewertung von k zu gelangen, beachten wir, dafs 
2 7 

l-Tj—jö ßr w«0 und u = l den Wert 1 und fftr w=^ den 

5 5 25 

Wert -T annimmt, k also jedenfalls zwischen ^ und -^^ liegen 

4 00^ 

müfste. Tatsächlich ist derjenige Wert von k^ welcher möglichste 
Übereinstimmung mit den genauen Ermittelungen ergibt^ etwas von 
dem Pfeilverhältnis des Bogens abhängig. Eine Vergleichsrechnung 
zeigt, da6 die Zahl k etwa zwischen 0,75 und 0,80 schwankt, wachsend 
mit dem Pfeilverhältnis. 

Für das Verhältnis ^ führt A;=0,78 zu ziemlich genauer Über- 
einstimmung, während die für flache Bögen vielfach benutzte Zahl 

]c =s 0,75 eine Abweichung von ca. 4 7o ergibt. Bei kleineren Pfeil- 

3 
Verhältnissen erhält man mit k^-^^ meist praktisch befriedigende 

Ergebnisse. 
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fem. 



Wir ersetzen jetzt in 61. 5 
die rechtwinkligen Koordinaten x 
und 2/ durch die entsprechenden 
Winkelfunktionen, und zwar ist mit 
Bezug auf Fig. 46 u. 50 



Fig. 50. 
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p = r{cosq) — cosa) 2/'=r{c09q>' — cosa) w = r (sin a + sin t?) 
x = r (sin a — sin 9)) x = r (sin a — sin 9?') i/= r (sin a — sin i?) 
dx^ — r cos q>dq) dx'-^ — r cos 9?' da;' ?=2rsina. 

Damit schreibt sich Gl. 5, wenn man das negative Vorzeichen 
Yon dx und dx' durch ümkehrung der Integrationsgrenzen be- 
rücksichtigt 

p y.3 r r»« 

Al^^y—'^r—, — (sina + sind) \(8ina ^ sin 9?) (cos 95 — cosa)d(p 



fi)dA 



+ (sin a — sin i?j l (sin a — sin q>') (cos q>' — cos 
— y= r^Ucos?) — cosa)2<i9?4-2-rsina-— . 

Führt man die Integration aus und setzt für die vorkommenden 
Quadrate und Produkte trigonometrischer Funktionen eines Winkels 
die Funktionen der doppelten Winkel, so erhält man 



28) 



JZ=— -[cos2d+4cosa(costf+tf-sini?)--2a8in2a— 3cos2a-2] 



4.JE 



Iaol 



(2 + cos2a)-6sin2a + 



8 sina Jl 



Bei konstanter Temperatur und starren Kämpferpunkten, also 
JZ = 0, ergibt die Lösung für H 
oo\ IT D cos2d+4cosa(cosiJ+i?-sini?)— 2asin2a— .3cos2a— 2 

4ct(2 + C082a)-6sin2a + ^^.4 

Für den Halbkreis wird mit «=^0, cosa = 0, cos2a = — 1, 

sin a = 1 , sin 2 a = 

30) ^^^. C08 2t?+ j 

2;r + -,.- 



Vc. Ztce'ujflenkbogen, Bestimmung der Kämpf erdrucldi nie. 119 

Setzt man wieder einen Querschnitt mit 

L =0,0004/2= 0,0004- (2 r)2 = 0,0016 r2 

voraus, so wird das zweite Glied im Nenner 0,0128, d. i. V^7o des 
ersten, also gegen dieses völlig versehwindend. 

Die Berfieksicbtigang etwaiger Temperatoränderungen oder 
Nachgiebigkeit der Eämpferpunkte kann wieder in der aaf S. 104 
und 105 erläuterten Weise geschehen. 

Die Benutzung der Ol. 29 gestaltet sich sehr umständlich. 
Ist nach Lage der umstände eine analytische Behandlung nicht zu 
umgehen, so kann man, wenn es sich um flache Kreisbogen handelt, 
diese durch eine Parabel ersetzen und Gl. 26 oder 27 anwenden. 
Bei Bögen mit grOfseren Pfeilhöhen kann man das vom Querschnitt 
abhängige Glied im Nenner der 61. 29 vernachlässigen. 

Vertauscht man in Gl. 30 1 + cos2d mit 2cos2d=2(l -sin^^) 

T — ti' 

und beachtet, dafs 8ini?= , so erhält man 

tl^o^ TT ^P-:l1^-«) P-4-t/a-^O 

Der Halbkreis ist also für das Pfeilverhältnis 1:2 die Bogen- 
form, fQr welche die Einflufslinie des Horizontalschubes eine 
Parabel ist. 

Diese Tatsache erkennt man auch, wenn man beachtet, dafs für den 

Halbkreis im Sinne der Gl. 6 S. 103 y_ = -?!— =r , die SB. -Linie (vergl. S. 103) 

cos^ 

also eine wagerechte Gerade nnd M^ in Gl. 8 S 104 das Biegungsmoment 

eines einfachen Balkens mit der Stützweite 2 r nnd der gleichmäfsigen 

Belastnngshöhe r ist. 

c) Bestimmung der Ekmpferdracklinie. 

Jede auf den Bogenträger wirkende Last P steht mit den durch 
sie hervorgerufenen Eämpferwiderständen TF« und TF» im Gleich- 
gewicht und schneidet sich mit ihnen in einem Punkte J (Fig. 47). 
Die Lage des Punktes J ist nur von der Bichtung und Lage der 
Kraft P, nicht aber yon deren Gröfse abhängig. Verschiebt man 
die etwa lotrecht angenommene Last P parallel, so entspricht jeder 
Lage ein bestimmter Schnittpunkt J der Eämpferwiderstände oder 
Kämpferdrücke. Die Verbindungslinie aller dieser Schnittpunkte, die 
ffir den Zweigelenkbogen im allgemeinen eine ebene Kurve ist, nennen 
wir Kämpferdrucklinie. Zu ihrer zeichnerischen Bestimmung gelangt 
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man wie folgt: Wa Fig. 47 ist Mittelkraft yod A n. J7, ihre Bichtongs- 
Ziffer also gleich -^ und der Abschnitt HJ^z^ den sie auf der 

Bichtnngslinie von P abschneidet, daher z=—:»u'. Für P=l ist 

xz 

A^-T and H=n-r], also auch ^ = -7 — — . Wählt man, wie in 
l ' l n-ij 

Fig. 47 geschehen, l als Längeneinheit, macht de==— und zieht 

durch ^ eine Wagerechte ei und von a durch jo eine Gerade bis 
zum Schnitt h mit der ei, so ist, zufolge Ähnlichkeit der Dreiecke 

agp und aih, 2 = ih^ denn es ist iA:«' = ai:i; = — :ij, also 

n 

iA = — .-. In gleicher Weise lassen sich beliebig viele Punkte 

J der Eämpferdrucklinie bestimmen. 

Hat der Bogenträger Parabelform und wird U nach einer der 
Annäherungsgleichungen 26 oder 27 bestimmt, so erhält man mit 

15 J 

u'^l^u und 1 + -n-'7ö~T; = ^ iDi ersten Falle 

II y s:^ • tf sss I ■ CSS — • r • 



P.5u(;-«)(^l+y-^-^J 1 + 7-/2 

und im zweiten 

^ ^'" l P'ku(l^u) k ' 

Im letzteren Falle ist 2 also eine von ti unabhängige Eonstante, 
und die Eämpferdrucklinie eine wagerechte Gerade. 

Für einen Bogen vom Pfeilverhältnis 7- und -= = 0,0004/'- 
wird 1 + ^ = 1 + i^ . ''^'^' = 1,012 und nach Gl. 1 für die Träger- 

mitte mit if = ^ r = l,3/ und über dem Eämpfer ^=1,62/. Nach 

Gl. 2 wird mit k^O^lb durchweg ^=1,35/. Die genaue graphische 
Ermittelung ergibt in der Bogenmitte r=l,28/ und über den 
Eämpfem c=l,70. Hat der Bogen die Form einer Ereislinie, so 

P'U 

sind zur Berechnung von z die Werte A = —j— und H nach 
Gl. 29 zu benutzen. Der Halbkreis ist für das Pfeilverhältnis 1:2 
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die Bogenform, fflr welche die Eämpferdrucklinie genau eine gerade 
Linie ist Unter Berücksichtigung der G]. 30 a S. 119 erhalten wir 

nämlich 2 = t('--= = u' - ,\^ ,,. = - -- = — - , also konstant. 

H l'i'Pit [I — u ) 4c 2 



d) Einflufslinie und Gröfstwert des Biegnngsmomentes, der 

Normal* and Qaerkräfte. 

1. Einflufslinie und QröTstwert des Biegungsmomentes. 

Für einen beliebigen Querschnitt im Schwerpunktsabstande x 
Yon A ist das Biegungsrooment 

Dem ersten positiven Teile der Klammer entspricht die Ein- 
flufslinie des einfachen Momentes, deren Ordinalen durch y dividiert 
erscheinen; dem zweiten negativen Teile die Einflufslinie des Horizontal- 
schubes. Der Unterschied der Ordinaten beider ist die Einflufsordinate 
des Momentes an betreffender Stelle mit dem Multiplikator y. 

Ist die Einflufslinie des Horizontalschubes bekannt, so gelangt 
man zu derjenigen des Biegungsmomentes unter Benutzung der 
Kämpferdrucklinie wie folgt: Man zieht von einem Kämpferpunkte, 
am besten von dem Fig- 51* 

dem betr. Quer- 
schnitt am näch- 
sten gelegenen 
Punkte A aus, 
durch den Schnitt- 
punkt » (Fig. 51) 
der Bogenmittel- 

linie mit der 
Schnittlinie^^ eine 
Gerade bis zum 
Schnitt mit der 

Kämpferdruck- 
linie, so ist der 
Schnittpunkt N 

aus den auf S. 74 dargelegten Gründen Belastungsscheide. Ein Lot 
durch iV legt den Punkt n auf der Kurve acb fest. Zieht man nun 
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von h aus noch eine Gerade durch n bis znm Schnittpunkte V mit 
dem Lot durch S9 und verbindet V mit a, so stellt aVh die 
Einflufslinie, das Dreieck ah'h die positive Einflufsfläche für MJ 
und die Fläche ach, die in Bezug auf das Moment Jf« negative 
Einflufsfläche von H dar. Die Verlängerung der Geraden hV 
bis zum Kämpferlot durch A schneidet auf diesem aufserdem 

die Strecke aa^- ab, welcher Umstand kontrollweise benutzt 

y 

werden kann. Die resultierende Einflufsfläche von M» besteht aus 
dem positiven Teil n'Vn und den beiden negativen an' und bdn. 
Für Querschnitte nahe den Eämpferpunkten liegt eine der Geraden 
ah' oder hV ganz aufserhalb der Kurve ach, schneidet diese nicht 
und einer der beiden negativen Teile der Einflufsfläche verschwindet 

In gleicher Weise lassen sich, wenn der Träger Querschnitt be- 
reits bekannt und die Kernlinien eingezeichnet sind, die Einflufs- 
linien f&r die Kernmomente gewinnen (vergl. S. 88). 

Für die Benutzung der Einflufslinien zur Bestimmung des 
gröisten Momentes f&r etwa vorhandene bewegliche Belastung gelten 
die in Bd. I S. 155 fi". entwickelten allgemeinen Regeln. Ist die 
Einflufslinie des Horizontalschubes für eine beliebige Bogenform auf 
zeichnerischem Wege ermittelt, so lassen sich die Einflufsflächen 
zur Bestimmung der Momentengröfstwerte für gleichmäfsig verteilte 
Lasten im allgemeinen auch nur durch direkte graphische Integration 
oder event durch Anwendung des Planimeters gewinnen. 

Ist die Bogenform flach parabolisch und auch die Einflufslinie 
des Horizontälschubes mit Hülfe der oben erläuterten Annäherungs- 
methode als Parabel ermittelt, die Kämpferdrucklinie, also eine 
wagerechte Gerade (in der Figur punktiert), so lassen sich mit 
gleicher Annäherung auch die Gröfstmomente für gleichmäfsig ver- 
teilte bewegliche Belastung analytisch bestimmen. Wir berechnen 
zu diesem Zwecke den positiven und negativen Anteil der Einflufsfläche 
Fjf. und F-, Dabei möge der Bequemlichkeit wegen mit Bezug auf 

Gl. 23 S. 115 und 27 S. 1 1 7 gesetzt werden /= X und , ^^^ . .^ = /l'. 

l^ l'f{l + §) 

Dann schreibt sich die Gleichung der parabolischen Bogenlinie 

2) y^Xx{l — x) 

und die Gleichung der Einflufslinie für den Horizontalschub 

3) r]H-=-^'n{l^ii). 
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Ferner ist nach 61. 2 S. 120 

4) 2= ^ 



Ffir den Abstand v der Belastangsscheide N von B entnehmen 

wir der Fig. 51a - = = (/_v)/.>l', woraus 

y z 

5) x=y{l — v)J'X' und 

6) v = Z_-^ = /_ ^ 



yX'-l Xä'IQ-x)' 

Ist noch eine Belastangsscheide N' im Abstände v' von ^ 

l—x 
vorhanden, so erhält man ffir diese in gleicher Weise t/'=Z — — xr,* 

Fällt eine der Strecken v oder v' negativ aus, so erkennt man 
daraus, dafs der betreffende Teil der negativen Einflufsfläche ver- 
schwindet und es ist dann v, bezw. v' gleich Null zu setzen. 

Die Einflufsordinate rjn^ des Momentes im Abstände u von B 
ist nach Gl. 1 und 3 und Fig. 46 

X 

7) r]^:,=^r]M^'—y'riH=^j'ti'-y'X'u{l—u). 

Der Inhalt der negativen Einflufsfläche rechts von N ist 

V,-d^*= -\[y-W-y->l'H(Z-ll.)]d//= _ |y.| -•^t,2(3Z-2v)] 

'Jo ^^,^ 3 

oder wenn wir gemäö Gl. 5 x durch y ersetzen Fl^' — - — . 

Besteht noch eine Belastungsscheide N\ so ergibt sich fQr die 

negative Einflufsfläche links derselben in gleicher Weise F^ = '^-- — , 
im ganzen also ., 

8) F-.=-i+i^!::=^(t.3+t,'3), 

worin Jl-, Fl. u. J^~ die Absolutwerte der negativen Einflufsfläche, 

bezw. ihrer Anteile ohne Rücksicht auf die Vorzeichen ausdrücken. 

Beachten wir, dafs der Inhalt der ganzen parabolischen 

Einflufsfläche von H mit dem Multiplikator y gleich ist 

y'y)ff'dii = Ä'- y \ u {l^u)'du = — —— und derjenige von M^i' 

(Dreieck abb') gleich y T~"'ö^~o — "^oT» ^^ erhalten 

wir die ganze Einflufsfläche von Jf« in der Differenz beider zu 

9) ^^ = ^(3-''-^'^')- 
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Da nun F.=F^^F-^ so ist damit auch Fj^ bekannt; 
nämlich nach QI. 8 und 9 

10) F^ = F, + F- = -^{^ + ÄÄ'{v^-\^v'^^l^)\. 

Ist danach eine ständige yerteilte Last g und eine bewegliche 
p ftir die Längeneinheit vorhanden, so erhält man, wenn man 
gemäfs GL 2 in den Ausdrücken für die Einflafsflächen y mit x 
vertauscht 

- 

oder auch mit p+g = q 

IIa) Jf,^ = ?(^[^(3->lx73)+pi>i'(z;8 + ^;'3)] 

und weiter 

12) M.^^n^^g^Fe^-p'F-.^^'^^^-^ 

Bei voller Belastung des ganzen Bogenträgers nur mit ^, also 
p = 0, wird für die Trägermitte mit x = - nach Gl. 11 oder 12 

13) V -&l-^-^-&i-i-±-^ 
16) M, g \1- 3 )- ^[^ S(l+i))' 

Mit i = V« nnd ^= 0,0004 T' wird 
fftr |=i, 1 + *= 1+^.^=1,012 und üf^ ,=0,012^' 



» n 



=1 1+^=1,048 und if^^=0,048^', 



d.i. 1.270 bezw. 4,8 Vo des Gröfstmomentes eines ^einfachen** Balkens. 

In GL 11 und 12 erscheinen die Momente Jl/«ma< und 3txmin 
von der auch in v und v enthaltenen Qaerschnittsabscisse x ab- 
hängig und es tritt die Frage auf, f&r welche Querschnitte bezw. für 
welche Abszissen .r sie ihre absoluten Gröfstwerte annehmen. Eine 
direkte und allgemeine Beantwortung derselben aus der Gleichung 

^^— -0 bezw. ^^^=0 würde sehr umständlich ausfallen. 
dx dx 

Wir können uns aber durch eine Yergleichsrechnung ein für allemal 
für die Anwendung hinreichenden Aufschlufs verschaffen. Da meistens 
das im allgemeinen gröfsere M^n^^ für die Bestimmung der Ab- 
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messangen oder der Spannungen mafsgebend ist, möge folgende 
Betrachtung auf diesen Wert beschränkt bleiben. 

Denkt man sich x allmählich von Null bis l wachsen, so 
ändert sich M^cmaa verhältnisgleich dem Inhalte der positiven Ein- 
flufsfläohe. Trägt man von einer Geraden a'b' (Fig. 54 c) im je- 
weiligen Querschnittslot den Wert einer dieser Gröfsen als Ordinate 

f 1 
auf, so ergibt sich für einen Bogen vom Pfeil Verhältnis t = ^ ^^^ 

den mittleren Wert von -= = 0,0004 P die aus Fig. 54 c ersichtliche 

Linie aieiCid^bi, welche die Abhängigkeit des Maximalmomentes von x 
darstellt und in der Bogenmitte ein Minimum und beiderseits ziem- 
lich genau in der Mitte zwischen Kämpfer und Bogenmitte je ein 
Maximum aufweist. Diese Lage des Querschnittes gröfsten Maximal- 
momentes fQr verteilte Belastung ändert sich auch bei anderen far 
die Anwendung vorwiegend in Frage kommenden Pfeilverhältnissen 
und parabolischer Bogenform nicht merklich und man kann daher, 

um den Größtwert von JCr«»ar zu erhalten, in Gl. 11 ^ = t setzen. 

4 

Es soll hier noch die für die Wirkung beweglicher Einzellasten 

wichtige Frage beantwortet werden, für welche Querschnitte die in 

das Querschnittslot fallende gröfste Einflufsordinate der positiven 

Momenten-Einflufsfläche zu einem Maximum oder Minimum wird. 

Setzt man in Gl. 7 m = Z — o?, so erhält man die gröfste Einflufs- 

fx (l x) \ 

Ordinate rj^nax im Querschnittslot zu rim<u,=y [-^j f >t'-a7(Z — a;j I 

und, wenn es sich um einen Parabelbogen handelt mit y^Xx{l^x) 
und X'x{l — x) = rjH 

14) yma. = y (j-/— ';//) = y (^y.- ^Ul) ' 

Dieser Ausdruck läfst sich leicht zeichnerisch darstellen. 

Es sei bc (Fig. 52) die eine Hälfte der Einflufslinie för H 

und BC die halbe parabolische Bogenlinie. Macht man bb' = — 

und zieht durch b' die Wagerechte b'c% so ist -T~^—if]H=^dd' und 

i}max=y'dd\ die grö&te Einflufsordinate des Momentes für einen 
Querschnitt im Abstände x von B. Macht man weiter b'e^l 
und b'g=y, zieht durch d die Wagerechte di und durch y 
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gkji ei^ endlich durch k eine Wagerechte bis zum Schnitt d" mit 
dem Qaerschnittslot, so ist 

Rg. 52. 



a) 



h) 



A 



« 



t 



y 


;\ 




X 


1 ' 
1 I 


i ;\ 


V 


1 ^ 




Bestimmt man Ar eine hinreichende Zahl von weiteren Quer- 
schnitten die Punkte d'\ so erhält man in deren Verbindungslinie 
l/d"c" die Linie der Maximaleinflulsordinaten des Momentes. 

Sie läfst in anschaulicher Weise das Biegungsmoment P^ri^^ 
erkennen, welches eine sich über den Träger hinweg bewegende 
Last jedesmal in Bezug auf ihren Angriffsquerschnitt ausübt. Man 
sieht, dals dieses Moment in der Bogenmitte ein relatives Minimum 
und in zwei symmetrisch gelegenen Querschnitten ein Maximum wird. 
Zum Vergleich ist die entsprechende Linie Vhc' für den Dreigelenk* 
bogen hinzugefügt, dessen ^- Einflufslinie die gerade bd darstellt. 
Die Parabel Vc'" drückt die Maximaleinflufslinie des Momentes für 

den einfachen Balken aus, deren Gleichung rjmax'^ — j — ist 
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Als Längeneinheit ist in der Figur - gewählt and ein Pfeil- 

o 

f 1 
verhältois von y = j angenommen. Liegt P in der Trägermitte, so 

ist hier für den Zweigelenkbogen M^ = 0fib6P-l, fOr Dreigelenk- 

P'l 
bogen Jf» = und för den einfachen Balken Jf« = -— =0,25P/. 

Die Maximalmomente befinden sich sowohl für den Zwei- als Drei- 
gelenkbogen etwa im Abstände gleich 0,21 bis 0,22 1 vom Kämpfer 
und betragen für den ersteren rund 0,084 PZ und für letzteren rund 
0,096 PZ, das macht einen unterschied zu Gunsten des Zweigelenk- 
bogens von 12,5 7o oder Vs. Dieser Unterschied, sowie der aus 
der Figur ersichtliche bessere Momentenausgleich und demnach 
gleichmäfsigere Materialausnutzung und gröfsere Steifigkeit stellen 
in der Hauptsache den statischen Vorzug des Zwei- gegenüber dem 
Dreigelenkbogen dar. 

Ist bei flachen ParabelbOgen die J7-Einfluislinie nach der 
Annäherungsgleichung riH = ^'x{l — oo) bestimmt, so erhält man 
nach Gl. 14 mit y = Xx{l — x) analytisch 

15) ??.a,=^-^">l-X'-^^(?-^)2. 



^«« -3r = folgt 0.,= |, :r, = i±y^^'-^^. 

Der erste Wert von x entspricht dem Minimum von 7/»^, die 
beiden letzten je einem Maximum. Für das Pfeilverhältiiis j, 

^ = 0,0004/2 und ik = V* wird x==-^ = - und -i' = 



3 3 3 2 96 



p(i+ 



wuut 



8 f'F 
= 0,785 Z und a;3 = 0,215 Z. Damit wird der Kleinstwert von r} 
gleich 0,065 Z und beide Gröfstwerte 0,085 ^ Die Gröfstwerte stimmen 
mit den auf graphischem Wege ermittelten Werten so gut wie 
völlig überein. Der Kleinstwert dagegen ergibt sich durch das 
analytische Annäherungsverfahren erheblich gröfser. 
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2. EinflufsliDie und Gröfstwert der Querkrafi 

Für einen beliebigen Querschnitt tt (Fig. 53) im Abstände x 
von A ist nach 61. 6 S. 76 

15) Q« = Q«' cos 9> — Jsin ?> = sin ^ {QJ cotg 9? — H) .*) 

Daraus ergibt sich die Einflufslinie der Querkraft wie folgt: 
Zieht man von dem dem Querschnitt zunächst gelegenen Eämpfer- 
pnnkte, etwa A^ aus eine Senkrechte zur Schnittlinie tt^ so erhält 

Fig. 53. 




man im Schnitt N mit der Eämpferdrucklinie eine Belastungsscheide. 
Ein Lot durch N legt auf der Einflufslinie ach des Horizontal* 
Schubes den Punkt n fest. Zieht man von h aus über n eine Gerade 



*) Diese Gleichung ist, wie man leicht erkennt, nicht nur für den Drei-^ 
sondern auch für den Zweigelenkbogen gültig. 
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bis zam Schnitt b' mit dem Querschnittslot darch f8 und ferner 
ae II 56% 80 ist, wie man leicht erkennt, aedb'nbc die Einflufsfläche 
der Querkraft, worin das positiv zu nehmende Dreieck bb'k und das 
negative aek der Querkraft des „einfachen"^ Balkens entspricht. 

Links vom Schnitt tt und rechts von n befinden sich Bereiche 
negativen Einflusses; zwischen beiden herrscht positiver Einflufs. 

Zur Kontrolle der Zeichnung kann noch der umstand benutzt 
werden, dafs, weil in Ol. 15 die Querkraft des „einfachen'' Balkens 
mit cotg (p multipliziert erscheint, die Gerade bV in ihrer Sichtung 
auf dem Eftmpferlot durch A die Strecke aa' = cotg q) abschneidet 

Für die Ermittelung der Gröfstwerte der Querkraft gilt hier 
im aUgemeinen das unter 1 über die Bestimmung der Momenten- 
gröfstwerte Gesagte. 

Besitzt der Bogen flache Parabelform, so fällt die Querkraft 
bei völlig gleichmäfsiger Belastung, welche beim Dreigelenkbogen 
gleich Null war, so klein aus, dafs sie aufser Acht bleiben kann. 
Der positive und negative Anteil der Einflufsfläche sind also fast 
völlig gleich und können in Summa gleich Null gesetzt werden. 

Für die Ermittelung der durch gleichmäfsig verteilte beweg- 
liche Belastung hervorgerufenen gröfsten positiven und negativen 
Querkräfte sind die Einflufsflächen zunächst zu bestimmen. Für 
den Abstand v der Belastungsscheide N vom Kämpfer B gilt nadi 
Fig. 53 u. Gl. 2 S. 122 die Beziehung 

woraus folgt, da nach Ol. 4 S. 123 2 = jj- , 
16) v='l— ^ 



Mit cotg (p = ytj — ö~\ «'hält man die Einflofsordinate jjo 
der Querkraft im Abstände u von B nach Gl. 15 zu 

und den negativen Teil der Einflufsfläche rechts von N 



/^« = » ( Tmu — v /au=n/ \ 



Fy. 



E«ek, Elaitiiitttdebre. U. 
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Führt man die Integration ans nnd setzt nach OL 16 

SO erhält man 

F = — sin o^ —77—. 



Der negative Teil der Einfla&fläche anf der Strecke x links 
vom Schnitt tt wird 




nnd die ganze negative Einflufsfläche 

Bei Belastung der negativen Einflu&strecken mit p erhält man 
Q^n^in =^ P'F_-=^p{Fl+ Fl), d. i., wenn man für Fl und F^ obige 
Werte einsetzt 

worin v der 61. 16 und sin q) der 61. 35 S. 91 zu entnehmen sind. 

Da für volle Belastung des Trägers annähernd Qz = Qxmin + 
Qxm«=0, 80 wird 

3. Einflufslinie und 6röfse der Normalkraft. 

Für einen Querschnitt tt im Abstände x von A (Fig. 53<?) ist 
nach 61. 5 S. 76 

19) Njc = («>*'sin (p + H'COB(p== cos 9? (<2*'- tg (p + H). 

In Fig. 53 ist wieder acb Einflufslinie des Horizontalschubes. 
Macht man aa'^tg(p und verbindet a' mit 6, zieht durch a eine 
Parallele zu a'b und bringt das Querschnittslot durch f8 in d zum 
Schnitt mit derselben und in e zum Schnitt mit der a'&, Boist acb ed 
die durchweg positive Einflufsfläche der Normalkraft Ng mit dem 
Multiplikator cos 9^. In allen Querschnitten entsteht also bei voller 
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Belastung des Trägers die gröfste Normalkraft. Gebiete entgegen- 
gesetzten Einflusses fehlen hier. Die Einflufsflftche kann namentlich 
bei beweglichen Einzellasten und, wenn die Bogenlinie frei gebildet 

Fig. 54. 




keiner bestimmten einfachen Gleichung folgt, auch f&r bewegliche 
verteilte Belastung mit Vorteil Anwendung zur Ermittelung der 
Normalkraft finden. 

Ist die Bogenlinie eine flache Parabel und die Annäherungs- 
gleichung der Einflufslinie des Horizontalschubes ?7j7=i'?/(Z— t«), 
so erhält man bei voller Belastung mit p für den Schnitt tt im 

Abstände x von A die „einfache" Querkraft Q«=^(^— 2x) 

und H=p\r]H'du^p \^'u{l — u)du= ^—^ — . Aus der Gleichung 

dy 
der Bogenlinie y^Xx[l — x) folgt weiter lg9) = -^ = i(Z — 2x) 

und daher nach Gl. 19 

20) A^.==^^^|^{3>l(Z-2x)2 + ;//3j. 
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Es soll hier noch ffir den Fall, dals der Träger yon beiden 
Eämpferponkten ab auf Strecken v und t/, oder in seinem Mittelteil 
zwischen diesen Strecken mit p belastet ist, die Normalkraft für 
einen in jenem Mittelteil liegenden Qaerschnitt bestimmt werden. 

Im ersten Falle wird QJ==p — ^ — nnd 

daher die Normalkraft NU f&r Seitenbelastnng 
21) A;j = Z:^[3^(Z--2x)(t;2-0 + >l'{t;^ 

+ v'»(3Z-2t/')}]. 

Die Normalkraft NT fär Mittelbelastnng wird, weil diejenige 
fttr volle Belastung iV; = iV^'+iC ist 

22) nt^n^'-n:. 

Anwendungen. 

Beiipiel 1 : In Beispiel 1 S. 93 wurden für einen ans Blech nnd Winkel- 
eisen genieteten parabolischen Dreigelenkbogentrager von 24 m Spannweite nnd 
4» Pfeilhöhe ans einer gegebenen ständigen verteilten Belastung nebst einer 
Gmppe beweglicher Einzellasten das gröfste Biegnngsmoment mit zugehöriger 
Normalkraft berechnet nnd daraus unter Zugrundelegung einer Bandspannung 
von 800 ^^ die Querschnittsabmessungen bestimmt. Es sollen jetzt f^ jeneh 
Träger als Zweigelenkbogen, also unter Fortlassung des Scheitelgelenkes das 
gröfste Biegnngsmoment nnd die zugehörige Normalkrafb sowie aus beiden die 
eintretenden gröfsten Bandspannungen berechnet werden. 

Bei der verhältnismäfsig kleinen Pfeilhöhe verwenden wir zur Bestimmung 
des Horizontalschubes die Annäherungsgleichung 27 S. 117 und setzen Ä; =='/«. 

Der Seite 95 berechnete Querschnitt hat ein W= — ^ + J? . Äq = — ^ — 
+ 70 .60= 6215 m», /=: 6215. 33,5 =208 000 cm*, JP= 126 + 2- 3,5. 20=266««" 
und demnach -^ = 780 «n» = 0,078 m» . Mit /=4m und ? = 24» wird 

f=^.2^ = ,d.O,009, >i = :^ = |^ = 0,0278. 

Die Gleichung der JZ^- Linie ist daher jy^=0,0077M (/ — «). Das fthrt 

zu der in Fig. 54 gezeichneten Parabel ach mit der Pfeilhöhe 0,0077 • — 

24« 
= 0,0077. -|-= 1,1 05. 



F. Zweigelenkhogen ; Amcendung^. 133 

Das gröfste Bie^ngsmoment der wirkenden Einzellasten entsteht etwa in 

dem Querschnitt x=— = 6, für welchen y=X'X(l —x) =0,0278 • 6 (24— 6)=3 « 

X 6 
ist. Der Abschnitt a a' Fig. 54 ist danach — = — = 2 . 

y 3 

Damit liegt die Einflnfsfignr för das Biegangsmoment fest. Wir machen 

noch aV = tgf» = ^= X(l — 2x)== 0,0278 • (24 — 12) = 0,33, verbinden 

a" mit h Qnd ziehen ad||a"& bis zum Qaerschnittslot, dann ist acbd'da 
die Einflufsfläche der Normalkrafb. 

Man überzeugt sich leicht, dafs das grölste Biegnngsmoment sowohl, als 
auch die grölste Normalkraft entsteht, wenn die mittleren der drei gröfseren 
beweglichen Einzellasten ä 7,5 t im Querschnittslot steht und die Gruppe der 
kleineren Lasten a 5t sich nach links anschliefst. Letztere bleiben indes 
ihres Abstandes wegen ohne wesentlichen Einflufs. Danach ergeben sich in den 
Lastloten die aus der Figur ersichtlichen EinfluDsordinaten und wir erhalten 
mit y=:3 als Multiplikator 

J|f^=3 (0,47+0,67+0,44) -7,5 =35,5 » t, nndmit co8y>= , ^ 



i 



=:0,95 als Multiplikator 



+(i)ö) 

Np= 0,95 (1,17 + 1,08 + 0,63) 7,5 1 = 20,6 1 . 



Die ständige Last ^ = 0,7 1 f. d. Mtr. liefert nach Gl. 9 S. 123, wenn 
man g gleich 0,7 setzt 

^^,= e^^ (3 - 0,0278 . 0,0077 . 24 ») = 0,505 » t 

und nach Gl. 20 S. 131 

N^==, ^JL^ . |3 . 0^0278 (24 — 2 • 6)» + 0,0077 • 24 ^j = 13,2 1 . 

Ln ganzen ist also 

-3^, «^ = 35,5 + 0,505 = 36,05 m t = 3 605 000 «» k» und 

N^ =20,6 + 13,2 = 33,8* =33800^. 

Daraus ergibt sich die gröfste Bandspannung nach Gl. 3 S. 70 zu 

3 605000 , 33800 _.. , oaa * u • t. • 1 1 

<ri = gg^^ + -266" = ^^^ ^®^®° ^^^ ^®^™ Dreigelenk- 

bogen, d, i. rund 12 ^/o weniger. 

Beispiel 2: In gleicher Weise soll nun für den in Beispiel 2 S. 95 be- 
rechneten Dreigelenkbogentr&ger mit Z - Querschnitt als Zweigelenkhogen für 
die dort angegebene Belastung die gröfste Bandspannung ermittelt werden. 
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Nach Seite 95 ist TF= 0,026 Ä» = 0,026 -46 »=2520«», 7= TT— 
=2520-23=58000«»S J =0,0^4 -46« =178 <»», ^- = 327 «■«= 0,0327 ■«, 
^=¥•^=0,0038. .=|j|=0,0278, ..=1.^^,^^=0,0078. 

Nach den Darlegungen auf S. 125 nehmen wir auch hier an, dafs im 

Querschnitt bei a;^=-7- =6» das grörste Moment auftritt. F&r die bewegliche 

Last liegt die Belastungsscheide nach Gl. 6 S. 123 im Abstände 

t; =s Z = 24 := 13.3» vom Kämpfer JB, 

X''A!'l{l-x) 0,0278-0,0078.2418 ' >um ii^ampi« , 

d. i. 10,7» TOD A, Die Belastung der letzteren Strecke f&hrt zu M»max. 
Nach GL 11 S. 124 wird mit 5f==2,0 und p = l,2 

M^moM^ ^^^^~^\ [2 . (3 - 0,0278 . 0,0078 • 24 ») 

4- 1,2 (3 4-0,0278 • 0,0078 • (13,3» — 24»)}] = 11,0 »t. 

NachG1.35S.91 ist für a? = 3,0 » co8f» = l :| l+(4~)"(l— 2.j)*=0,95. 

Bei voller Belastung des Trägers mit p + ^ = g = 2 + l»2 = 3,2t würde 
daher nach Gl. 20 S. 131 im Querschnitt a;=6 die Normalkraft 

iV; = ?i^^!?^ /3 . 0,0278 (24 — 2 . 6)* + 0,0078 • 24 »} = 60,4 1 . 

Wir denken uns jetzt, um N» für die dem Momentengröfstwert ent- 
sprechende Laststellung zu erhalten, die 13,3 ™ lange Strecke vom Kämpfer B 
ab im negativen Sinne mit p = 1,2 belastet und erhalten nach Gl. 20 S. 132 
mit n = 13,3 » und t?i = 

JV; = — ^.1,2 [5^^^^(24-2.6) 13,3«+0,0078. 13,32(3-24-2.13,3)] 

= 13,4 1 . 

Die im Querschnitt wirklich tätige Normalkraft ist somit ^«=60,4—18,4=47 1 
und die gröfsten Randspannungen sind 

/47000, 1130000 oci-.ir:m ä • 'ric.f , iqr.* 

''*'^""l"T78~-~252Ö~'^"" - ^' ö'i = — d5at, ö'3 = +185»t. 

Erstere tritt an der konvexen, letztere an der konkaven Trägerseite auf. Die 
gröüBte Bandspannung <rj ist hier um rund 12 ^'/o kleiner als beim Dreigelenk- 
bogenträger. 

Beispiel 3: Welche gröfsten Randspannungen ruft eine Ober den Träger 
hinweg rollende Einzellast von P=8t im Zusammenwirken mit der ständigen 
▼erteilten Last ^ = 2 t/m hervor und wo entstehen dieselben ? 

Nach Gl. 15 S. 127 erzeugt die Last P im Abstände x vom Kämpfer in 
ihrem Angrifisquerschnitte ein Moment 

Mp^ = P \^}tz^ ^x x^ yA ^ _ ^)\ Mit /l = 0,0278 , A' = 0,0078 , 
P=8t und Z = 24» wird 3f^^ = 0,33ic(i — ä)— 0,0017a;2(24—«)^ 
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Die ständige Belastung p= 2 1 bringt nach GL 9 in jenem Querschnitte ein 

Moment Jlfy^= ^« '9 = 9 ~^~ä — (3 — /l ^' Z') hervor, das mit obigen Werten 

fla Xy X\ l und g sich berechnet zu -afy, = 0,017-a:(24 — x). Insgesamt 
entsteht daher in dem Querschnitte ein Moment 

3f, = 0,347 (24 — ä) a; — 0,0017 «« (24 — xY , 

welcher Wert für a: = und a; = Z = 24» verschwindet, für ^ = -ä = 12 

zu einem Minimum und fla x = 0,23 Z = rund 5,50 ™ und x = 0,77 Z = 
rund 18,50 m zu einem Maximum wird, das Mjd^„ == 17,6 »/t beträgt. 

Die im Querschnitt ^ = 5,5 <& herrschende Normalkraft, soweit sie durch 
die st&ndige verteilte Last g entsteht, wird nach 61. 20 S. 131 mit jp==^=2 Vm 

JV- = ^ — (3 . 0,0278 (24 — 2 . 5,5)« -h 0,0078 • 24 ») 

«•f + (ir)M-'^) 

= 37,6*. 
Die EiDzellut 8* ergibt nach Gl. 27 S. 117 ein lf= 8 -0,0078 -5,50 -(34— 5,5) 

= 6,35 1 nnd eine .einfache" Ootrechte) Qnerkraft ^'=^==^22^^^.8=6,15», 
also nach 61. 19 S. 130 und Gl. 34 n. 35 S. 91 

6. 15.4.A(l-2.|g)+6,3 5 

Mithin im ganzen N» = 37,6 + 8,0 = 45,6 1 . 

^ .. ^ ^. -p ^ /45 600 , 1760000\at . . 

Damit werden die Bandspannungen 4Ti = — l + ^.^ — I d. i. 

<rj = — 955 atj <r2==+^39At und zwar <rj an der Innen- und <Tj an der 
Aufsenkante des Querschnittes. 



JV>,= = rund 8*. 



VI. Der Bogenträger ohne Gelenke. 

a) Allgemeines. 

Der Bogenträger ohne Gelenke vermag an jeder Stelle, also 
anch in den EämpferquerschDitten gewisse Biegnngsmomente aaf- 
zunehmen. Wir wollen in folgendem in den Ebenen der Eämpfer- 
qnerschnitte eine solche Einspannong yoranssetzen, dafs der Träger 
hier wie in allen übrigen Querschnitten den angreifenden äufseren 
Kräften gegenüber einen seiner Elastizität und Festigkeit ent- 
sprechenden Widerstand zu leisten vermag. Dieser „Stützwiderstand"" 
besteht fQr jeden Eämpferquerschnitt in einer im Schwerpunkt 
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desselben angreifenden , nach Grö(se und Richtung unbekannten 
Stfitzkraft und in einem Stützmomrat um also den änfseroi 
Oleichgewichtsznstand klarzolegen, sind ffir jed^ „Widerlager^, 
d. h. für jede der beiden „Stütz-^ oder „Einspannungsebenen*" 
drei unbekannte statische Werte zq bestimmen. Da hierflkr nur 
die den drei statischen Gleichgewichtsbedingangen entsprechenden 
Bestinmimigsgleichmigen zur Verffigong stehen, ist der vorliegende 
ünterstütznngsfall dreifeu^h statisch unbestimmt, so dafs drei 
Gleichungen aus dem elastischen Verhalten des Trägers abgeleitet 
werden müssen. 

Wir wollen die lot- und wagerechte Seitenkraft A und H der an 
der linksseitigen Einspannung auf- p. . . 

tretenden Stützkraft und das dort 

herrschende Stützmoment Ma (vgl. ^ "3 

Fig. 55) als „statisch unbe- Ay^ ^ ^"^^Xji 

stimmte Gröfsen* ansehen, '^'li^^ '» '*' ^ .^^ 

Ihre Bestimmung mufs wiederum 

der erste Schritt zur statischen Untersuchung des Bogenträgers ohne 
Gelenke sein. 



b) Bestimmung der St&tzkräfte und der Statzmomente 

für eine lotrechte Einzellast. 

Wir benutzen die Castigliano^schen Formänderungssätze (vergl. 
S. 21) und denken uns zu diesem Zwecke den Träger nur an dem 
rechtsseitigen Widerlager unwandelbar festgehalten, an dem links- 
seitigen aber frei und hier von den zu bestimmenden statischen 
Stützwerten als aktive Kräfte ergriffen. Als Belastung werde eine 
lotrechte Einzellast P im Abstände u vom Kämpfer A vorausgesetzt 

Unter dieser Annahme herrscht auf der Strecke zwischen A 
und P im Abstände x von A ein Moment 

1) Mx=' A* X — H'y + Ma und eine Normalkraft 

2) iV^ = uil • sin flp + jff cos 9? , während far Querschnitte auf 

der Strecke zwischen P und B Moment und Normalkraft sich wie 
folgt ausdrücken 

la) M,, = A'X'-P{x — u) — H'y + Ma, 

2 a) AV, = (-4 — P) sin (p + Hcosq). 
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Diese Momente und Kräfte leisten nach 61. 2 S. 19 eine Form- 
ftnderungsarbeit 

q^ 91 = xM^:^ , [ MJl'ds [ Nj^'ds [ NJi'ds 

^ ^ 2 JE "^ ] 2 JE ■*" ] 2FE "*" ) 2EF ' 

wobei der der Querkraft entsprechende, im allgemeinen verschwindend 
kleine Anteil (vergL S. 28) aurser Acht gelassen ist. 

Setzt man die Werte der Gl. 1 u. 2, 1 a u. 2 a in Gleichung 3 
ein, so erscheint 91 als Funktion der drei Unbekannten A , H und Jf« . 
Durch partielle Differentiation nach diesen und indem man beachtet, 

dafs l /(^) d8+\ fix) d8=\ f{x) d s , erhält man 

Jo Jm Jo 



4) 




SH ] JJS ' ] JE 




.y-ds \ sui<p-coaq>d8 „ \eoa^q>d» 




— P 



JE ! F*E I F'E 

u 

sinfl?-cos9!?-d^ 
FE 

H 



5) 




co^q>-sai(p-d8 



\ Äv?<p-ds 
^'\ FE ' 




^^9Mr^'^\TE-^\jE^^'\jE-JEV^^JE'^^'- 




e/) ft/tf «y« 
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Ans den auf S. 101 il 102 dargelegten Gründen können in 
GL 4 0. 5 die Glieder, welche sin q> enthalten, als verschwindend 

klein vemachlfissigt and in GL 4 der Wert I — ,, anf ■=^ 

abgemndet werden. 

Da der Bogenträger in seinem linksseitigen Endqnerschnitt 
vorerst frei beweglich gedacht wurde, so stellen die partiellen 

Differentialquotienten ^r--, 7-^: nnd w^i^, wie auf S. 21 und 22 

aA. c-tL oMa 

dargelegt, die unter der Wirkung der Kräfte A , H und P und des 
Momentes Ma eintretende elastische Bewegung des frei gedachten 

Endqnerschnittes dar und zwar drückt -^ die lotrechte, 771^ die 

aA oti 

wagerechte Verschiebung und - — die Verdrehung desselben aus. 

Sind durch irgend welche Umstände bestimmte Bewegungen 
bedingt, so erscheinen durch die Gleichungen 4—6 die Stützwerte 
A, H und Ma festgelegt In folgendem wollen wir eine starre 
Stützung in den Eämpferquerschnitten, also letztere unbeweglich 
annehmen. Eine tatsächlich vorhandene, etwa elastische Verschieb- 
lichkeit oder der Einflufs von Temperaturschwankungen lassen sich 
ähnlich wie beim Zweigelenkbogen berücksichtigen und sollen hier 
unerOrtert bleiben. Hiernach, und wenn wir noch überall gleichen 
Trägerquerschnitt, also J konstant voraussetzen, nehmen die 61.4—6 
folgende Form an: 

^l r*l r»l r*l 

Os= ^ j^\oc'y'd8-\' H' l i/^'(ls — Ma xy-ds + P'\xy'ds 

^0 Jo Jo J" 

f»l 1*1 r»l nl r*l 

8) 0=yl* yv^'ds—H' yvy*ds + Mfl yv-ds — P* [x-'ds+P'uyT'dSf 

Jo t'O Jo Jh e'ii 

f>l /»l r>l r*l r*l 

.V'dS'-H' U/'ds + MaXds — P' [a^-ds +Pu • \ds. 
^ vO J tu J M 

Die in den Gleichungen 7—9 auftretenden Integralwerte, ge- 
nommen zwischen den Grenzen ^ = und ^«2, hängen lediglich 
von der Form der Bogenmittellinie ab und stellen die 



7) 
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Länge derselben, bezw. ihre Momente erster and zweiter Ordnung 
in Bezug auf ein Achsenkreuz mit lot- und wagerechter Achse dar, 
dessen Nullpunkt im Eämpferpunkte A liegt Alle übrigen Integral- 
werte, genommen zwischen den Grenzen u und Z, sind von der 
Bogenform und von der Lage der Last P abhängig und 
drücken die Länge, sowie die Momente erster und zweiter Ordnung 
des Teiles der Bogenmittellinie rechts der Last P aus. Wir wollen 

bezeichnen die Länge der ganzen Bogenmittellinie ida mit Z, ihr 
statisches Moment zur F- Achse, xx-ds mit 5^, zur X-Achse, 

f 

\y>ds = St; ihr Centrifugalmoment zum angenommenen Achsen- 
kreuz, Xa^^'ds mit C und ihre Trägheitsmomente zu den beiden 
Achsen Xw^-ds mit 3fy. bezw. \i/^'d8 = ^:g. Die gleichen Werte 

e/O Jo 

für das Bogenstück rechts von P sollen die Bezeichnungen ZL, 
(Ä.)L. (S.)L. <?u, Oy)L «nd (3.)!. erhalten. 

Beachtet man, dafs mit Xq =» — und j/q als Koordinaten 

^ l 

des Schwerpunktes der Bogenmittellinie Sx = i/o'L, Sy = — • i , 

C=^a)Q'yQ'L^ — .yQ.i=— -^ wird, so kann man die Gl. 7—9 mit 
vorstehenden Bezeichnungen wie folgt schreiben: 

Durch Addition der Gl. 10 u. 12 und Lösung für H folgt 
13) H=P— 
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Q er 

Ebenso folgt, wenn man GL 12 durch -j-^ dividiert, von GL 11 
abzieht and die entstandene Gleichung für A löst, 

14) A = p MM:-"-W:l-^^((^>):-"-^'4 

Nachdem w fand A bekannt geworden, erhalt man ans Ol. 12 

15) M. = H^-A^ + ^{(s,)[-uL'J^. 

um die GL 13—15 zar Bestimmung der statisch unbestimmten 
Stützwerte IT, A und Jf« zu benutzen, sind Sg, S^, %, %^G und L 
für die ganze Bogenlinie und für den Teil rechts von P zu ermitteln. 
Die genaue analytische Berechnung dieser Werte für eine beliebige 
Bogenform begegnet meist Schwierigkeiten, auch wenn die Gleichung 
der Bogenmittellinie bekannt ist. Nur für die kreisbogenfSrmige 
Mittellinie können die bezeichneten Werte in ähnlicher Weise, wie 
dies auf S. 118 für den Zweigelenkbogen geschehen, analytisch genau, 
wenn auch etwas umständlich entwickelt werden. 

Für die in der Anwendung am häufigsten vorkommenden ver- 
hältnismäfsig flachen parabolischen Bogenformen lassen sich, wie 
weiter unten gezeigt werden wird, mit meist hinreichender An- 
näherung bequem analytische Segeln zur Bestimmung von H^ A 
und Ma ableiten. 

Für andere Bogenformen ist man angewiesen auf ein 

graphisches Verfahren. 

Dabei kann die Bestimmung der Momente erster und zweiter Ordnung 
der Bogenlinie in bekannter Weise geschehen, indem man die Teile 
derselben als Kräfte ansieht. Für jedes der in Frage kommenden 
fünf Momente ist die Zeichnung einer besonderen Seillinie erforderlich. 
Die Polweiten derselben wählt man dabei zweckmäßig so, dafs sie 
in tunlichst runden Verhältnissen zueinander stehen. 

In Fig. 56 ist die Entwickelung der fünf Seillinien dargestellt 
Mit der Polweite l (Pol 0) ist zunächst die Seillinie I zu den Teilen 
Ol, 12, 2 3 usw. der Bogenlinie als lotrechte Kräfte gezeichnet 
Die den Teilpunkten 0, 1, 2, 3 . . . entsprechenden Tangenten dieser 
Seillinie schneiden die Kämpferlotrechte durch A in den Punkten 
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0', r, 2\ 3' 



Za den dadurch entstehenden Abschnitten 



OT« V2\ 2'3' . . ., als lotrechte Kräfte in den Schwerpunkten der 
Bogenteile wirkend gedacht, ist sodann mit der Polweite -^ (Pol O^) 

Fig. 56. 




Jt -^tv 



die Seillinie IE gezeichnet Zu denselben Abschnitten Ol', V2' , 
2'3' . . ., als wagerechte Kräfte in den Schwerpunkten der Bogen- 
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teile angreifend gedacht, ist ferner mit der Polweite -j (Pol O2) die 

Seillinie in entwickelt. Dabei sind der Einfachheit halber die 
Seilecksseiten senkrecht za den Polstrahlen gezogen. Mit der Pol- 
weite — (Pol O3) ist weiterhin zu den Teilen 1, 1 2, 2 3 . . . der 

Bogenlinie als wagerechte Kräfte gedacht, die in der Figur nur in ihrer 
linken Hälfte dargestellte symmetrische Seillinie 17 gezeichnet und 
dabei wiederum die Seilecksseiten senkrecht zu den Polstrahlen ge- 
zogen. Erstere schneiden die wagerechte Eämpferlinie AB in den 
Punkten 0", 1", 2", 3", 4" . . . 19", 20". Zu den dadurch ent- 
stehenden Abschnitten, als wagerechte Eräfke in den Schwerpunkten 

der Bogenteile wirkend gedacht, ist endlich mit der Polweite -^ 

o 

(Pol O4) die in der Figur nur in ihrer rechtsseitigen Hälfte dar- 
gestellte symmetrische Seillinie Y entwickelt 

Mit den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen hat man 

l l cl^ 

nun nach Band I S. 22 Sy^8y4, S^^s^-—, C = c-/-— = -— , 

l 12 IIP 

(s^)i=Wi-|' ^i = <-i' a)t=(v)L~ und 04 = (Uvä- 



Damit wird nach Ql. 13 — 15 



2-.*, 



16) H=P— -. ■ ^ , . 

'4 IF L 

17; A=^I^ = , 

18) ^,=|^.^_^.| 4-f ((,.):. -«.x:i. 

Sowohl die in vorstehenden Gleichungen vorkommenden, ledig- 
lich von der Bogenform abhängigen festen Strecken L, Sy^ s^^ iy 
und t«, als auch die mit der Lage der Einzellast P veränderlichen 
Strecken ii, («y)L, (^;r)L, ihtj {Qu, (cfu können für jede Lasüage 
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unmittelbar der Figur entnommen und daraas die Werte H, Ä und if« 
berechnet werden. Mit P»! erhält man aus den Gl. 16 — 18 die 
Ordinalen der Einflufslinien fflr H, Ä und Ma- 

Das hier dargelegte graphisch rechnerische Verfahren zur 
Ermittelung der statisch unbestimmten Stützwerte H, A und if« 
ist flir jede beliebige Bogenform anwendbar und kann in seiner 
grundsätzlichen Entwickelung als so gut wie genau gelten. Seine 
Anwendung erfordert allerdings eine scharfe zeichnerische Ermittelung 
der in die Rechnung einzufahrenden GrOfsen, und der wirklich 
erreichbare Grad der Genauigkeit bleibt in den allen graphischen 
Methoden eigenen Grenzen. Für die vielfach vorkommenden, flach 
parabolischen Bogenformen bietet daher das in nachstehendem noch 
abzuleitende analytische Annäherungsverfahren wegen der Möglich- 
keit seiner schärferen Durchführung eine fast gleiche Genauigkeit 
und seine Anwendung verdient in solchen Fällen auch wegen seiner 
grOfseren Bequemlichkeit vielfach den Vorzug. 

Analytisches Annihenmgsverfahren für flach parabolische 

Bogenform. 

Wir setzen eine flach parabolische Bogenform von so geringem 
Pfeilverh&ltnis voraus, dafs in den die Momente erster und zweiter 
Ordnung der Bogenlinie ausdrückenden Jntegralwerten (Gl. 7—9, 
S. 138) mit hinreichender Genauigkeit ds durch d.v und die Bogen- 
länge \d8=^L durch die Spannweite l ersetzt werden kann. 

Die Bogenmittellinie werde wieder durch die Gleichung 

19) y = -4y— (t — ^) ausgedrückt 

Dann wird 

f' f' P f' 4/f' 2 

Sy=)a?'d^= ia?'da7 = — , Sg^yy'da^s jjyvil — x)dx= —fU 

«0 «/O ^ e^O i J O' 

C^\x'ydx=~\aP"{l— x)dx = -^; ferner {S,,)\ :=\x'dx^ — ^^ — , 
{S^X^rdx = ^- ^x{l-»)dx=^l^\l^-u^{ß 7-2«.)) , 



144 Dritter Absehmitt. Elastizität u. Fettigkeit einfaA gekrümmter Stäbe. 

C/K O t/u 

Durch Einsetzang dieser Werte in die Ol. 13—15 erhUt man 

20) ^-T^/.«Hi+5)' 

21) ^^^(l-uy(l+2u)^ 

45 J 
worin ^ = . ^^ ^ den Terkünenden EinfloA des Horizontalschnbes H 

in Bezug auf die BogenmitteUinie darsteUt. 

Zum Vergleiche der ErgebiUBse nach dem graphisch-rechnerischen Ver- 
fahren (GL 16 — 18) und nach dem der analytischen Ann&herong (Gl. 20—22) 
sind in folgendem flir eine parabolische Bogenform von 2 as 30 » Spannweite 
and mit dem Pfeilyerhältnis /':Z= 1:2,5 die Stützwerte j?, A nnd Ma för 
die Last P=l in siehen symmetrisch gelegenen Stellungen nach beiden Ver- 
fahren ermittelt und in umstehender Tabelle zusammengestellt. Der Wert -^ 

ist dabei wieder zu 0,0004 2^ angenommen. Für die Zeichnung der Seillinien 
wurde die Bogenlinie in 40 Teile geteilt und die Last nacheinander in sieben 
symmetrisch gelegenen Teilpunkten angenommen. Spalte 1—7 der Tabelle 
enthalten die der Figur entnommenen Strecken, während in Spalte 8—10 die 
mit Hülfe der Gl. 16—18 und in Spalte 11—13 die aus den analytischen 
Annäherungsgleichungen 20 — 22 berechneten Einflufsordinaten 7^, 17^ und ti^^ 
verzeichnet sind. 

Li Fig. 57 h sind die Eiaflufslinien dargestellt, wozu bemerkt wird, dafs 
die gestrichelten Linien den Ergebnissen der analytischen Annäherungsmethode 
entsprechen. 

Der Umstand, dafs nach den drei statischen Gleichgewichtsbedingungen 
die i7- Werte in zwei symmetrisch gelegenen Punkten einander gleich sein, 
die J.- Werte sich zu P, bezw. 1 ergänzen müssen und das Einspannungs- 
moment Ma für die Lastlage in irgend einem Punkte gleich dem Einspannungs- 
momente M^ für die Lastlage in dem symmetrisch gelegenen Punkte sein mufs, 
lä£st sich als Kontrolle der Ergebnisse benutzen. 

Während beide Verfahren nach Spalte 9 und 12 für die lotrechten 
Sttttzkräfte fast durchweg gleiche Werte ergeben, weichen nach Spalte 8 und 11 
die if- Werte bis zu rund 7Vo voneinander ab. Die Einspannungsmomente 
unterscheiden sich nach Spalte 10 und 13 in ihren negativen Gröüstwerten 
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bis zu ruDd 12<*/o. Und zwar fallen sowohl die J7-Werte als die Jtfa -Werte nach 
dem analytischen Annäherangsverfahren in dem bezeichneten Mafse gröiser aas. 
Diese gröfeten Abweichongen treten jedoch nur ftbr bestimmte Lagen 
einer Einzellast ein. Bei gleichzeitiger Belastung gröfserer Trägerstrecken 
weichen die Ergebnisse beider Methoden erheblich weniger voneinander ab. 
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c) Bestimmung der EämpferdrncUinie nnd der Eämpferdraek- 

nmlittlliuiggliiiie. 

Die unter b ermittelten statisch unbestimmten Stfitzwerte Hj 
A nnd Jf«, von denen wir uns ifund A^ bezw. deren Mittelkraft, 
den Stützdmck TFa, im Schwerpunkte des Einspannungsquerschnittes 
angreifend zu denken haben, können in ihrer Wirkung auf den Bogen 
ersetzt werden allein durch den Stützdruck TT« in entsprechend 
parallel verschobener Lage. Der Yerschiebungssinn und die in der 
Sichtung des Eftmpferlotes durch A gemessene Verschiebungsstrecke 
AA^^ta (vergl. Fig. 57 a u. 58) haben dabei die Bedingung 
H'ta^Ma ZU erftdlen, wobei dem positiv gedachten Moment Ma 
eine Verschiebung ta aufwärts und umgekehrt entspricht. Der 
Fig. 57 a u. 58 angenommenen Lastlage kommt ein negatives Moment 
Ma und eine negative (abwärts gekehrte) Strecke ta zu. Tatsächlich 
stellt Wa in dieser Lage die Mittelkraft aller im Einspannungs- 
querschnitte auftretenden, im Gleichgewicht der Kräfte vom Wider- 
lager auf den Bogen ausgeübten Spannkräfte dar. Mit dem 
Stützdruck Wa in dieser Lage ist auch der Schnittpunkt S seiner 
Sichtungslinie mit derjenigen von P bekannt geworden, durch den 
auch der Stützdruck Wt in B gerichtet sein mufs, weil TT«, P und TT^ 

K«clc, Elastizit&tslehre. IL 10 
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als einzige auf den selbst gewichtslos gedachten Bogen wirkende 
Kräfte das äafsere Oleichgewicht desselben bedingen. Da anfserdem 
aus der Bedingung der Nnllgleichheit aller lot- und wagerechten 



Fig. 58. 



,< u 




^-Jii^jr 



Kräfte Wt durch seine Seitenkräfte 
IT und B=»P — A nach Richtung 
und Grö&e bekannt geworden ist, 
so liegt mit Wa und P auch der 
rechtsseitige Stfttzdruck Wf, völlig 
fest. Bestimmt man den Punkt S 
für eine hinreichende Zahl von Lagen 
der Last P, so erhält man in der 
Verbindungslinie der Punkte S die 

sog. Kämpferdrucklinie. Die den verschiedenen Lagen der Last P 
entsprechenden Bichtungslinien der Kämpferdrücke Wa und Wt um- 
hüllen und l^en dadurch fest eine Kurve, die sog. Kämpferdruck- 
iimhtllangsliiiie. 

Sind die Einflufslinien ach von U^ a^gh von A und ad eh 
von Ma (vergl. Fig. 57 h) bekannt, so kann man beide Linien leicht 
wie folgt zeichnerisch bestimmen: Man macht (Fig. 57 6) ah^7]ny 
ai^7]^^^ ak==\ (Längeneinheit) und zieht il^hh, dann ist 



ai 



«/=— r- = = ta. Ferner werde in Fig. 57a unter Beachtung 

ah Tjff 

des Vorzeichens von tj^^ und <« AAi=^tay in Fig. 57 h ms^^rju^rq 
gemacht und p mit s und q verbunden. Man erhält dann in ps 
die Stfltzkraft TT«, und in ^p diejenige Wo für eine Last P= 1 im 
Abstände u von A. Zieht man jetzt durch Ai die Bichtungslinie 
von Wa parallel zn ps^ so erhält man dadurch den Punkt S^ durch 
den die Bichtungslinie von Wt parallel zu qp gehen mufs. Letztere 
schneidet die Stützlotrechte durch B in JS^, wodurch t^ festgelegt 
ist. In gleicher Weise können für beliebige andere Laststellungen 
die entsprechenden Punkte S und die Bichtungslinien der zugehörigen 
Stfltzdrücke Wa und Wi, und so die Kämpferdrucklinie und die 
Kämpf erdruckumhüllungslinie bestimmt werden; erstere UCE' weist 
für parabolische und ähnliche Bogenformen schwach konkav nach 
oben gekrümmte Form auf; letztere besteht aus zwei getrennten 
symmetrischen Teilen HJK xm^H^JiK^, deren jeder zwei Zweige 
aufweist, welche sich tangential an die Bichtungslinien A2G und B^C 
der Kämpferdrücke für die Lastlage in der Bogenmitte anschlie&en. 

10* 
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Es sei hier noch darauf hingewiesen, dafi, wenn die Sichtongslinie 
der Laet P durch den Einflnikniillpankt n des Einspannnngsmomentes 
Ma geht, ta gleich Null wird, TT« natorgemäls durch den Eämpfer- 
punkt A geht, Ai mit A zusammenfiUt; femer dais, je nachdem P 
rechts oder links von der Belastungsscheide n sich befindet, ta gröber 
oder kleiner als Null wird, Ai ober- oder unterhalb A liegt 

Mit Hülfe des analytischen Annäherungsverfiihrens erhält man 
aus den OL 20—22 zun&chst 

und bei den aus Fig. 58 ersichtlichen Bezeichnungen für den 
Bichtungswinkel a des Eämpferdruckes TT« 

Aus GL 23 u. 24 erhftit man als Gleichung der Kämpfer- 
drucklinie 

25) 2: = |/fl + -^j. Da hierin 2: von w 

unabhängig ist, ergibt sich mit Hülfe des analytischen Annäherungs- 
verfahrens die Eämpferdrucklinie als wagerechte Gerade DE. 

Mit ^, = 0,0004?« und 4--L, also ^= ^.^^^^^«0,028 

wird nach Gl. 26 ^ « 1,22 /*, wohing^en nach dem genaueren 
graphischen Verfahren für die Bogenmitte ^»1,28/ sich ergibt. 

Der lotrechte Abstand Va (Fig. 58) des Angrifbpnnktes A^ des 
Eämpferdruckes Wa von der wagerechten geraden Eämpferdruck- 
linie berechnet sich nach Fig. 58 und Gl. 24 zu 

26) ,, = .+ ,,»^/(i + ^(l + ^), 

Während der entsprechende Abstand t/^ für die rechte Seite durch 
Yertauschung von u mit l — % erhalten wird. 

In Bezug auf ein Eoordinatenkreuz mit 2> als Anfsuigspunkt 
erhält man als Gleichung der Richtungslinie des Eämpferdruckes W^ 
nach Fig. 59 
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Nach der Lehre von den ümhüllongslinien hat 
man, um die Gleichung der ümhüllungslinie zu er- 
halten, die Abgeleitete von j/ nach dem sog. Para- 
meter u der Linienschar, ^ gleich Null zu setzen, 

au 

daraus u zu berechnen und in Gl. 27 einzuftthren. 
unter Fortlassung der unveränderlichen Faktoren wird 

Ä-»-('+Ä)5-('-f)2^>' "«'•-'* 
Das ergibt in 61. 27 eingesetzt 

Man erkennt hieraus, daä das analytische Annäherungsverfahren 
zu einer Hyperbel als ümhflllungslinie führt 

Eine symmetrische Kurve gilt fSr das rechtsseitige Widerlager. 

Im SymmMrielot des Bogens in einem Punkte F mit den Eoordi- 

l 8 

naten a? = ^ und 3/ = t^/(1+^) treffen beide Linien in gemein- 

samer wagerechter Bichtung (-^=0j zusammen. 

Die nach dem genauen graphischen Verfahren und auf dem 
Wege analytischer Annäherung ermittelten Kämpferdrucklinien und 
Eämpferdruckumhüllungslinien sind in Fig. 57 a in den Linien D'CE' 
und JJE, bezw. HJK, H^JiK^ und H'FH^' einander gegenüber- 
gestellt Danach zeigen beide, besonders aber die Eämpferdruck- 
umhüllungslinien in ihrer Form erhebliche Abweichungen voneinander. 
Trotzdem führt auch die Benutzung der auf dem bequemen 
analytischen Wege zu gewinnenden Linien bei Bogenträgern mit 
schwächeren Pfeilverhältnissen zu praktisch meist befriedigend genauen 
Ergebnissen. Bei steileren Bogenformen freilich wird man gut tun, 
die vielleicht vorläufig auf analytischem Wege gewonnenen Ergeb- 
nisse durch das genauere graphische Verfahren zu kontrollieren. 

Der Punkt F, in welchem die auf analytischem Wege er- 
haltenen beiden Hälften der hyperbolischen KämpferdruckumhüUungs- 
linie sich berühren, ist noch einer fruchtbaren Benutzung fähig. 
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Nach GL 26 ist 



(| + ^/):a- 



— /(l + i). Macht man 
lo 




r 



daher in Fig. 60 bei einer Laststellang im Abstände u ?on I> 
GJ^u and zieht von J über „. ^„ 

Flg. 60. 

F die Gerade JÄ^ , so erhält 
man in Ä^ einen Pankt der 
Bichtongslinie des Eämpfer- 
dmckes TF«« der for die be- 
zeichnete Laststellong dorch S 
gerichtet sein mnfs. Macht 
man ebenso GJ' = l — w, so 
erhält man im Schnittpunkte 
7^1 der Geraden von J' über 
F mit dem Eämpferlot durch 
B einen Punkt der Bichtungslinie des rechtsseitigen Eämpferdruckes 
H^f der gleichfalls durch 8 geht So läfst sich in verhältnismäMg 
einfacher Weise die Schar der Tangenten der Eämpferdruckumhüllungs- 
linie und damit diese selbst gewinnen. 

Die Eämpferdrucklinie und die ümhüUungslinie bestimmen nun 
die Widerlagerkräfte Wa und Wi, welche von einer Einzellast P 
hervorgerufen werden (vergl. Fig. 
57a und Fig. 61), vollständig: Vom 
Punkt 8 aus, in welchem die Last 
die erstere Linie schneidet, zieht 
man je eine Berührungsgerade an 
die beiden Hälften der ÜmhüUungs- 
linie und hat damit die Bichtungs- 
linie Wa und TFft . Durch Zerlegung 
von P nach diesen Bichtungen erhält 

man dann auch in den umgekehrt genommenen Seitenkräften die 
Gröfsen der Stützkräfte W^ und T^. 



Fig. 61. 




d) Stfitzkräfte und Stfitzmomente für beliebige lotrechte Belastung. 

Handelt es sich um Einzellasten, so können entweder die genauen 
Gleichungen 16—18 S. 142, oder die Annäherungsgleichungen 20—22 
S. 144 unter Einfügung der betreffenden Lastabstände u zur Berech- 
nung der i/-, A - und Jf« - Werte benutzt werden. Sind nach jenen 



VId, Bogen ohne Gelenke, Stütekrc^te, StüUmofnetite /*. bei Beltistung. 151 

Gleichangen die Einflofslinien fQr die H-, A- und ifa- Werte ent- 
wickelt, so erhält man diese selbst in der Form H P-ij. 

Kommt gleichmäßige Belastung einer Strecke oder des ganzen 
Bogenträgers in Betracht, so findet man jene Stützwerte aus dem 
zwischen den Grenzloten der belasteten Strecke liegenden Teil Fe 
der betreffenden Einflursfläche in der Form Fe-p. 

Werden die analytischen Annähemngsregeln Ol. 20—22 S. 144 

benutzt, so erhält man ans Gl. 20 mit P= 1 7^^= — jlf^, -x 

und, wenn der Träger auf einer Strecke yon u = bis u gleich- 
mäfsig mit p belastet ist. 



1) 



i,.-=(f,):.p_,.j,„.,„.j^^.J„.«-.)v„ 



8/(1 + 
und ebenso nach Gl. 21 u. 22 



2) A:^=p-\v-dn^ ^3\(l-u)Hl+2u)du'=pu{l-'^, + l'Q 

^" \2 3 1^4 1^ 2(1+$) l\3 2 1 blVi' 



3) 



Der rechtsseitige lotrechte Stfitzdmck ergibt sich aus der 
Gleichung der lotrechten Kräfte za 

Ans der Momentengleichung in Bezog auf den Eämpferpankt JB 
endlich 

. . 3fj== Ma — puil — — I + AI 

^" \\3 l 4 p) 2(1+^) l\3 2 l"^ b iVi • 
Ist die ganze linksseitige Bogenhalfte belastet, so wird mit » = ö 

^^ "'^^whnr 7)--^=ii'^ 8)..5=32P^, 



5) 
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9) ..Jtf.=_^^-^„„d io)..jf.=+^— ^. 

Fflr die Abstände t^ und ti, erhUt man bei dieser Belastong 
n)..,.=f=-^(n-y.=)mdl2)..,.-f- + {(l-|f). 

Die Belastong des ganzen Bogens mit p liefert nach QI. 1 — 5 
mit u = l 

13)A^B^^, 14)ir=^^^und 15).. Jf.=Jir»=-£|j^.. 

Ft&r diesen Belastangsfall greifen die symmetrisch gerichteten 
Eämpferdrücke TT« und Wt in gleichen Abständen 

16) ^« = ^*="$ = -|-^^ 

unterhalb der Endpunkte A und B der Bogenmittellinie an. 

Mit / = wird der eingespannte Bogen zum eingespannten geraden 
Balken, ^=00 , 7^-^= 1 und Ma =Mö=—^, wie Teil I S.138 Gl. 5a. 

Ist der ganze Bogen gleichmälsig mit g und eine Hälfte, etwa 
die linksseitige, mit p fftr die Längeneinheit bedeckt, so wird nach 
Gl. 6 u. 14 



17) 



. g= fj^f,tf ji und nach Gl. 7 u. 13 



und nach Gl. 9 u. 15 



18) --^"K^+iy 

gP ^ pP 3 1 2 

19) ..JH. — __^______ = __^/»__/.J^.p^ 

20) ..M,--^:^-^ + —-^-^-+-pn--/.H;. 

e) Biegnngsmomeiit, Qner- und Nonnalkraft in einem 
beliebigen Trilgerqnenclinitte. 

Nachdem f&r eine beliebige lotrechte Belastung des Bogen- 
trägers die das änäere Gleichgewicht herstellenden Stfitzkrifte bekannt 
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geworden sindt kann die Ermittelang des Biegungsmomentes, der 
Normal- nnd Qnerkraft f&r irgend einen Trägerquerschnitt in be- 
kannter Weise geschehen. 

In einem Qaerschnitte im wagereohten Abstände w von A 
erzeugt eine Last P rechts desselben im Abstände v Ton Ä (Fig. 55) 
ein Moment 

1) Jf, = ^-a? — JT-y + Jtfa 
und eine Last links des Querschnittes ein solches 

la) M^ = A'aj--P(x—2f)—H'2/ + Ma, 

worin die von P abhängigen Stützwerte A , H und J/« aus den 
OL 16—18 S. 142 oder aus Gl. 20—22 S. 144 zu entnehmen sind. 
Die in dem gleichen Querschnitte auftretende Querkraft berechnet 
sich zu 

2) Q^ = A'COsq> — Hsmq>, 

wenn die Last P rechts des Querschnittes liegt, und zu 

2 a) Q:, = (A — P)cQBq> — Hsiu (p , 

wenn die Last P links vom Querschnitt sich befindet (Vergl. S. 76 OL 6.) 

Ebenso erhält man die Normalkraft zu 

3) iV^ = J. • sin fl? + Äcos flp , wenn die Last P rechts und 

3 a) iV;B = (JL — P)sinfl3 + -Hcos9>, wenn sie links vom 

Querschnitt sich befindet. 

Mit Hälfe der Gleichungen 1 — 3 können auch die Einflufslinien 
des Biegungsmomentes, der Normal- und Querkraft für irgend einen 
Querschnitt leicht aus denjenigen für die Stützwerte A , H und Ma 
abgeleitet werden. In Fig. 57 c sind die Einflufslinien der GrOfsen 
M*y Qx nnd N» verzeichnet für den Querschnitt tt im Abstände 

^ =s j des in Fig. 57 a dargestellten Bogens. Die Belastungsscheiden 

n des Biegungsmomentes und n' der Qnerkraft können auch wie 
folgt bestimmt werden: Zieht man durch den Achspunkt G des 
Querschnittes eine Tangente an die EämpferdruckumhüUungslinie, 
so erhält man in deren Schnittpunkte N mit der Eämpferdrucklinie 
den EinflufsnuUpunkt für das Moment itf^«, denn eine durch N 
gerichtete lotrechte Last P wirkt in dieser Lage nur durch den 
von ihr erzeugten Eämpferdruck Wa auf den Querschnitt ein, durch 
dessen Schwerpunkt sie gerichtet ist. 
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Zieht man ferner eine zur Schnittlinie tt senkrechte Tangente 
an die EämpferdmckamhüUnngslinie, so erhält man in deren Schnitt- 
punkte Ni mit der Eämpferdmcklinie den Einflafsnollpunkt der 
Qaerkraft Q». N mnfs also lotrecht über n and xV, lotrecht über 
Hl' liegen. Sind daher die Eämpferdmcklinie und Eämpferdmck* 
umhüllangslinie für einen Bogen gezeichnet, so kann man etwa in 
Frage kommende bewegliche Belastong leicht in die Stellang gröfsten 
and kleinsten Momentes oder gröfster and kleinster Qaerkraft für 
irgend einen Querschnitt bringen und dann diese Qröfst- und Eleinst- 
werte selbst mit Hülfe der 61. 1—3 ermitteln. 

Hat der Bogenträger flach parabolische Form, so dafs zur 
Bestimmung der statisch unbestimmten H-, A- und J/«- Werte die 
analytische Annäherongsmethode Anwendung finden kann, so erhält 
man unter Benutzung der in OL 6—10 S. 151/152 far gleichmäßige 
Belastung der einen Bogenhälfte berechneten JT-, A-, B-, Ma- u. Mir 
Werte beispielsweise das Biegungsmoment Mn, im Scheitelquerschnitt 

des symmetrisch gedachten Bogens nach 61. 1 mit .r = ^ und y =/ zu 

4) M-'^^i.l ;>r^-/ , (w^^~3^ )_!>/» -^ 

t) . . M„- ^,^pi 2 16/(1+^) ^ ^ G4 1 + ^ ^ 48 1+^'' 

Bei voller Belastang des ganzen Bogens mit p wird anter 
Beachtung der 61. 11—13 

-X ,, _ pl l _pI }___ pl''f p]^ f _ pt^ ? 

°^ •'■""" y 2 ~ 2"" 4 87(l+c) 12T+c"~24'l + c" 

Mit /'=0 wird der eingespannte Bogen zam eingespannten geraden Balken, 
*=oo, :r4-.= l und daher Mm = ^, wie TeU I S. 139 Gl. 6a. 

Bei Belastung der einen etwa 
linksseitigen Bogenhälfte (Fig. 62) 
wirkt an der unbelasteten rechts- 
seitigen Hälfte als äu&ere Kraft nur 
die Stützkraft Wt, bezw. deren Seiten- 
kräfte B und H. Denkt man sich ' *^-^^/r 
die Zerlegung im Scheitelquerschnitt ausgeführt, so erkennt man, 
dafs die Seitenkraft II allein das in Gl. 4 berechnete Moment Mm zu 
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leisten hat. Der Abstand c zwischen H und der Bogenmittellioie 
im Scheitel raufs somit die Bedingung erfüllen c^H^Mmj woraus 
man miter Beachtung der Gl. 6 S. 151 und OL 4 erhält 



6) 









m 



H 



H- 



Bei YoU mit p belastetem Bogenträger müssen wegen der 
herrschenden Symmetrie die beiden Bogenhälften im Scheitelquer- 
schnitt eine wagerechte Normalkraft, nämlich die in 61. 14 S. 152 
berechnete Horizontalkraft H auf- 
einander ausüben. Diese erzeugt 
das in 61. 5 berechnete Moment M,^^ 
und ihr lotrechter Abstand c von 
der Bogenmittellinie (Fig. 63) mufs 
also sein 



Fig. 63 
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Die Erhebung der Horizontalkraft H über die Bogenmittellinie im Scheitel 
ist also für volle Belastung des ganzen Bogens als wie bei halbseitiger Belastung 

c = -Q- , während die Senkung der Kämpferwiderstände Wa und Wb unter 

die Bogenmittellinie in den Eämpferpuukten A und B bei voller gleich- 

2 
mäfsiger Belastung des Bogens doppelt sovieHa=^6=-ö/^^ ausmacht Beides 

ist eine Folge der elastischen Verkükrzung der Bogenmittellinie durch die in 
den einzelnen Bogenquerschnitten tätige Normalkraft, die im wesentlichen der 
Horizontalkraft H entspringt. Bei Vernachlässigung dieser in 61. 7 S. 138 

durch das Glied Hl-^ ausgedruckten Verkürzung würde ^=0 und daher 

auch c und f „ == f ^ = , sowohl die Kämpferkräfte Wa und Wh , als der 
Horizontalschub H würden in der Bogenmittellinie angreifen. 

Bei gleichmäfsiger Belastung des ganzen Bogens mit g und der 
linken Hälfte mit p bleibt der Abstand c des Horizontalschabes H 
von der Bogenmittellinie im Scheitel nach Gl. 6 u. 7 ungeändert. 
Man erhält daher nach 61. 17 S. 152 das Scheitelmoment zu 
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Sind für irgend eine beliebige Belastung des Bogens mit Hülfe 
der Gl, 16—18 S. 142 oder 20-22 S. 144, oder 1—3 S. 151 die 
Stützwerte A, B, H, JUa und Mb und damit auch die nach Lage, 
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Bichtniig und Qröfse gleichwertigen Stfttzwiderstftnde Wa und Wb 
bekannt geworden^ so erhält man die in den einzelnen Bogenquer- 
schnitten auftretenden Biegnngsmomente, Normal- nnd Querkräfte 
am fibersichtlichsten, indem man zn der gegebenen Belastung mit 
der Horizontalkraft H als Polweite ein Seileck durch die Angrifis- 
punkte Ai und Bi der Eämpferwiderstände zeichnet. Dieses stellt 
im Sinne der Darlegungen auf S. 68 u. f. in Bezug auf die äufseren 
Kräfte die ,,Mittelkraftlinie" und in Bezug auf die inneren 
Spannkräfte die ,,Spannungsmittellinie^ dar und kann, wie dort 
erläutert, zur Ermittelung der Momente, Normal- und Querkräfte in 
den einzelnen Querschnitten benutzt werden. 

Denkt man sich die danach auf irgend einen Querschnitt 
wirkende Mittelkraft in ihrem Schnittpunkte mit der Lotrechten durch 
den Querschnittsschwerpunkt in eine lot- und wagerechte Seitenkraft 
zerlegt, so erscheint das Biegungsmoment lediglich durch letzteren, 
den Horizontalschub H, erzeugt und man erhält es, wenn t] den 
lotrechten Abstand beider Punkte bezeichnet, in der Form tj-ff. 

In Fig. 58 erscheint der Linienzag AiSBi als Mittelkraftlinie für die 
Einzellast P und die schraffierte Fläche stellt sich als Momentenfläche dar 
für die Polweite H. 



Anwendungen. 

Beispiel 1: Der parabolische Blechbogenträger Beispiel 1 S. 93 von 
24,0 m Spannweite, 4,0 m Pfeilhöhe mit dem dort berechneten überall gleichen 
Querschnitt von Ä = 67cin, JF = 266cni2^ Tr= 6215 cm» und J'= 208000 «n« 
werde ohne Gelenke ausgeföhrt, also beiderseits fest eingespannt und habe 
wie dort eine ständige Belastung ^ = 0,7 ^ f. d. M., sowie die in Fig. 44 be- 
zeichneten beweglichen Einzellasten zu tragen. Welche gröfsten Bandspannungen 
treten in den Einspannungsquerschnitten ein? 

Wir benutzen bei der vorliegenden flachen Bogenform die analytischen 
Annäherungsgleichungen und erhalten bei den gewählten Querschnitts- und 

Pfeilverhältnissen ^ = -— . ^ = — • rAoo\t =^ 0,055. Die gröfste Rand- 
spannung entsteht in den Einspannungsquerschnitten und die beweglichen Lasten 
sind so zu steilen, dafs das Einspannungsmoment seinen positiven und nega- 
tiven Gröfstwert annimmt. Um ersteren herbeizuführen, sind die drei grofsen 
Einzellasten (Lokomotiv- Raddrücke) so zu stellen, dafs die mittlere derselben 
mit der gröfsten positiven Einflufsordinate ''}Mam<ue zusammenf^lt ; es finden 
dann nach dem nächsten Kämpferquerschnitte hin noch zwei Tender-Raddrücke 
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Platz auf dem Träger. (VergL Fig. 64 rechts ) Um den negatiyeii Gröfstwert 
(relatiTes Minimiim) von M^ zu erhalten, sind die Lokomotiv-Baddrücke so za 
stellen, dafs der mittlere mit der gröfeten negatiTen EinfloTsordinate ijmg . 
znsammenfSllt, die kleinem (Tender-)BaddrOcke aber, da sie in das Gebiet des 
positiven Einflusses fallen würden, Tom TrSger fem gehalten werden. (Vergl. 
Fig. 64 links). Nach Gl. 22 S. 144 erhält man die Abszissen u und u' der 

Fig. 64. 




gröfsten positiven und negativen Einfiufsordinaten von Ma aus der Gleichung 

-^— ^ = zu t*=15,8» und u'==3,9m. Das führt zu den aus Fig. 64 

ersichtlichen Stellungen der beweglichen Lasten. Die Lage der Belastungs- 
scheide ergibt sich aus Gl. 22 S. 144 mit Ma = in 9,7 1»^ Abstand von A . 

Sind die Einflufsllnien der drei statisch unbestimmten Stützwerte A^ H 
und Ma gezeichnet, so erhält man die in den vorbezeichneten Stellungen von 
den Lasten erzeugten Stütz werte selbst leicht in der Form ZP-jj. In vor- 
liegendem Falle berechnen wir dieselben aus den Gl. 20 — 22 S. 144, indem wir 
nacheinander die in Fig. 64 bezeichneten Abszissen der Einzellasten einführen. 
Für die Laststellung Fig. 64 links wird 

Ap = 7i25 + 6,95 + 6,55 = 20,75 1 , 
Hp = 1,4 + 2,96 + 4,74 = 9,1 1 , 

Map^i^ = — (1 1,4 4-12,6 + 1 1,5) = - 35,5 «/t und für 
die Laststellung Fig. 64 rechts 

Ap= 2,64 + 2,02 + 1,46 + 0,19 + 0,04 = 6,35 * , 
Hp= 9,25 + 8,10 + 6,61 + 1,14 + 0,30 = 25,40 1 , 
^^Pma. = (7»3 + 7,7 + 7,1 + 1,58 + 0,42) = 24,1 m/t. 

Die ständige verteilte Last ^=0,7t erzeugt nach Gl. 13—15 S. 152 
folgende Stützwerte 
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„ gV $ 0.7-24» 0,055 , _. , 

^«. = -12- TR i2--T;ö33 = -'''^^"'/'- 

Im ganzen entstehen also bei der Laststellung Fig. 64 links die Stütz- 
kräfte A = 20,75 + 8,4=29,15 1, H= 9,1 + 12,0 = 21,1 1 und Jtf«= — 35,5 
- 1,75 = — 37,25 m/t und für die Laststellung Fig. 64 rechts A = 6,35 + 8,4 
= 14,75 t, Ä = 25,40 + 12,0 = 37,40, und itf« = +■ 24,1 — 1,75 = 22,35 m/t . 

Die Normalkraft Na im Einspannungsquerschnitte wird nach Gl. 5 S. 76 
Na = A-sm^ + H-coB^, worin ^ Neigungswinkel der Tangente an die 
Bogenmittellinie in A ist. Nach 61. 34 u. 35 S. 91 wird mit x = und 

f: Z=V6 cosf>=l; |/"l + (4- V6)*=0,83 und sinsp = «/3 : l/'r+ (4^76)"^= 0,55. 
Mithin wird für die Laststellung Fig. 64 links JS^a=29,15 -0,55 + 21,1 0,88 
=^ 33,5 1 und fUr die Laststellung Fig. 64 rechts Na = 14,75 • 0,55 + 37,40 • 0,83 
= 39,1t. 

Die erstere Laststellung ruft im Einspannungsquerschnitt folgende Rand- 
spannungen <rj in der Aufsen- und tr.^ in der Innenkante hervor: 

während die zweite Laststellung 



^i 

V 



<^1 

9 



/39,1 , 22,35^VcIn^ , . .^^ , , , o,o f 

•i--[-2k±m5) ^''- -i = -SÖ7*t und ., = + 213at. 



Der Angriffspunkt der Normalkraft Na im Einspannungsquerschnitte 
bei A liegt im ersten Belastungsfalle in der Querschnittsebene gemessen um 

^ = -^^ ==Tund 1,10™ unterhalb und im zweiten um ^ - ^ ' = 0,56 m ober- 

JSa ööfO Ot7, 1 

halb des Qnerschnittsscbwerpunktes. 

Die g^öfsten Momente und Nomialkräfte, bezw. die gröfsten Rand- 
Spannungen in irgend einem anderen Trägerquerschnitt könnten mit Hülfe der 
Einflufslinien Fig. 57 c oder mit Hülfe der Gleichungen 1—3 S. 153 ermittelt 
werden. Man überzeugt sich indes bald, dafs diejenigen in den Einspannungs- 
querschnitten die gröfsten sind. , 

Beispiel 2 : Der Bogenträger Beispiel 2 S. 95 von 24 » Spannweite, 
4 m Pfeilhöhe und mit einem überall gleichen X - Querschnitt von 45,5 cm 
Höhe, 1^== 178 cm 2 Querschnittsfläche, 1^ = 2520 cm* und J= 58 000 cm« 
sei beiderseits fest eingespannt und habe eine ständige gleichmäfsige Belastung 
g=i2fi^ und eine bewegliche p=l,2Vm zu tragen. Die gröfsten Rand- 
spannungen in den Einspannungsquerschnitten sollen bestimmt werden. 

„ . , , . ;. 45 J 45 58000 ^^„„ 

Es wird hier e=-^. ■^ = ^.^p^^^^^ = 0,023. 

Den Abstand Uq der Belastungsscheide für das Einspannungsmoment vom 
Kämpfer A erhält man nach GL 22 S. 144 für Ma = zu «^ = 9,7™. 
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Die volle Belastang mit p = 2,0t liefert nach Gl. 13—15 S. 152 
2-24 2 24' 2-24* 0023 

Die Belastimg der TrSgerstrecke «0^9,7» mit der beweglichen Be- 

« 9 7 
lastung p= 1,2 t/m ergibt nach den Gl. 1 — 3 S. 151 mit y ^^ = mn«l 0,4 

folgende StQtzwerte: 

[Ap]«" = 1,2-9,7 (l - 0,4-^ + i • 0,4») = 10,1 1 , 

[^«p«*» J^"= 1,2-9,7^ [o,5 - |- 0,4 + 1.0,4^- 

^.0,4(l-1.0,4+i.0,4-^)]=-12,8"/t. 

Die Stützwerte für die Belastung der positiven Einflufsstrecke des Kin- 
spannimgsmomentes Ma von ti = 9,7 bis u = ls=s 24 erhält man am einfachsten 
als Unterschied der Werte für die Belastnng des ganzen Trägers mit p and 

der Strecke u = bis w = 9,7 mit — p. Für volle Belastnng mit p ergibt 

] 2 
sich ans den oben berechneten Werten ^, Hg und Mag ^p=24*-^=14,4t, 

irp = ?^y^ = 21t, ilfap = — 2,15-^ = -l,29m/t. Für die bezeichnete 
Laststellnng wird daher 

\A^\= 14,4 - 10,1 = 4,3 1 , [fip]t^= 21 -^ 6,7 = 14,3 1 

und \Ma,^ \^^ = — 1,29 + 12,8 = + 1 1,51 «/t . 

Im ganzen berechnen sich daher die Stütz werte für die Laststellnng 
entsprechend Ma^in zu -1 = 24 + 1 0,1 == 34, 1 * , Ä = 35 + 6,7 = 41,7 1 und 
Jfa=— 2,15 — 12,8=— 14,95 m/t und für die Laststellung entsprechend M««»«, 
zu 4 = 24+4,3 = 28,3*, i/ = 35 + 14,3 = 49,3 1 

und Ma= — 2,15 + 11,51 = 9,36 m t . 

Die Normalkraft Na im Einspannungsqnerschnitt wird für die erstere 
Laststellnng Na = 34,1 • 0,55 + 41,7 • 0,83 = 53,3 t und für die letztere 
Na == 28,3 • 0,55 + 49,3 • 0,83 = 56,6 * . Die Randspannnngen <r^ in der Aufsen- 
und 02 ii2 ^^^ Innenkante des Einspannungsquerschnittes berechnen sich damit 
für die Laststellnng Mamin ^^ 

a = ~ i^g - -^« "'"' _ f 53,3 -p 1495 \ t/om^ 
*! " \F + W " ll78"*' 2520/ 
d. i. /T, = i- 295 at, <rä = — 895 »t 

und für die Laststellung Mamax ^^ 

^ _ _ iV« y ^^^max __ /56,6 936 y/cm^ 

i F "^ ir "~ \178±2520/ 

d. i. ^, = — 690 a», öj = 4- 56 a». 
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Die Exientrizität der Normalknfb beträgt im ersten Belastnngsfalle 
— ^^^ = — -^ = — 0,31 ■ abwärts und im zweiten 

— ^5f^ = -j- —i—. = rund 0,20« aufwärts rom Querschnittsschwerpunkte. 
Na o6,6 

Beif^iel 3: Welche grö&ten Randspannungen erzeugt eine bewegliche 
Einzellast von 8* neben der ständigen Last ^ = 2Vb in den Einspannnngs- 
Querschnitten? Nach Beispiel 1 entsteht das gröfste negatire, besw. positire 
Einspannungsmoment itfa, wenn die Einzellast sich im Abstände tt = 3,9™, 
bezw. 15,8 b vom Kämpfer befindet. In ersterer Laststellung wird nach 
GL 20-22 S. 144 

^^=7,45 1, ir/» = 3,25*, itf«/»^,^ =—13,2 m/t und in letzterer 

ir/,= 2,17t, fO' = 8,9t, Jla^^= + 8,9«»/t. 

Im ganzen wird für die Laststellung Mat^in -^ = 24 + 7,45 = 31,45*, 
Ä= 35 +3,25 =38,25*, itfa«i« =— 2,15— 13,2=— 15,35m/t, -^«=31,45- 0,55 
4- 38,25 • 0,83 = 49,1 * , und für die Laststellung Ma^ax -^ = 24 + 2,17 
= 26,17t, H= 35 + 8,9 = 43,9t, Jtfa,^= — 2,15 + 8,9 = +6,75 »/t. 

Na = 26,17 • 0,55 + 43,9 • 0,83 = 50,8 1 . Im ersten Belastnngsfalle folgt 

und im zweiten 

/50,8 , 675 V/cm* . . -CO * ,o ♦ 

* 15 35 6 75 

Die Exzentrizität der Normalkraft wird — ^ *,^ ==— 0,31", bezw.+-=7rT 

49,10 öü,4 

= —0,134 n . Bei der Laststellnng Ma^^ax bleibt die Normalkrafk im Kerne des 
Querschnittes tr^ und «r« werden beide negativ, die Einspannung könnte für diesen 
Belastungsfall durch eine ebene Stützfläche ohne Zugyerbindung erreicht werden. 



VII. Das Gewölbe als Bogenträger. 

a) Allgemeines. 

Jedes aus einzelnen abgestampft keilförmigen Steinen mit ge- 
schlossenen Fugen hergestelltes einfiaches öewölbe (Tonnengewölbe) 
kann in statischer Beziehung innerhalb gewisser Grenzen als Bogen- 
träger angesehen und hinsichtlich des Gleichgewichtes zwischen den 
äufseren und inneren Kräften als solcher beurteilt werden. Es können 
also die unter IV — VI für die Berechnung vollwandiger Bogen- 
träger abgeleiteten Regeln im allgemeinen auch auf die statische 
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Unterbuchung von Gewölben angewandt werden. Zwei statische 
Eigentümlichkeiten des Gewölbes sind es indes hauptsächlich, welche 
eine besondere Behandlung desselben gegenüber dem Bogenträger 
im engeren Sinne notwendig erscheinen lassen. Zum ersten erleidet 
die Elastizität und Festigkeit der Gewölbe in den Fugen meist 
eine erhebliche Verminderung, derzufolge eine sichere Leistung 
wesentlicher Zugspannungen im Gleichgewicht der äulseren und 
inneren Kräfte im Gegensatz zu dem Bogenträger im engeren Sinne 
überhaupt ausgeschlossen ist Und zweitens ergibt sich aus der 
erheblich geringeren Festigkeit der für die Herstellung von Gewölben 
meist in Frage kommenden Baustoffe und den dadurch bedingten 
gröfseren Stärkenabmessungen gegenüber den eigentlichen Bogen- 
trägem eine in den meisten Fällen ausschlaggebend gröfsere und 
anders Torteilte Eigenbelastung der Gesamtkonstruktion» welche 
namentlich bei Gewölben mit gröfseren Pfeilhöhen zu besonderen 
Formen der Bogenmittellinie führt. 

Bekanntlich nimmt ein in zwei Punkten festgehaltenes, völlig 
biegsames Seil oder eine Kette unter dem Angriff von Kräften eine 
Gleichgewichtsform an, welche als Seileck, oder, wenn es sich um 
eine stetige Verteilung der Kräfte über die SeUlänge handelt, als 
Seillinie zu den angreifenden Kräften angesehen und ermittelt werdra 
kann. In letzterem Falle nennt man die Gleichgewichtsform auch 
wohl „Kettenlinie". Die bei Vermittelung des äufseren Gleich- 
gewichtes zwischen den angreifenden Kräften und den in den beiden 
Befestigungspunkten auftretenden Widerständen von dem Seil zu 
leistenden inneren Spannkräfte können wegen der völligen Biegsam- 
keit desselben nur tangential zu seiner Mittellinie, der Seillinie, 
gerichtet sein, so dals Biegungsmomente und Querkräfte in den 
Seilquerschnitten ausgeschlossen sind. An diesem Spannungszustande 
wird auch nichts geändert, wenn man sich das völlig biegsame Seil, 
nachdem es die dem Kraftangriff entsprechende Gleichgewichtsform 
angenommen hat, erstarrt oder durch einen starren Stab von gleicher 
Form ersetzt denkt. Wird der Stab unter Aufrechterhaltung dieser 
Form und Belastung -aus der hängenden Lage (Fig. 65 a) nach 
aufwärts in die stehende oder „strebende^ Lage (Fig. 656) ge- 
dreht, oder nehmen in hängender Lage des Stabes die angreifenden 
Kräfte entgegengesetzte Pfeilrichtung an, so kehren die im Stabe 
herrschenden Spannkräfte nur ihren Bichtungssinn um, werden aus 

Keek« EljutizHiUlehre. 11. U 
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Zug' za Druekkräfteii, wirken aber nach wie vor in der Mittellinie 
des Stabes, und in den Stabqaerschnitten herrschen anch jetzt weder 
Biegangsmomente noch Quer- 
kräfte.'*') Diese Form der 
Stabmittellinie als einer seiner 

Belastong entsprechenden 
Seil- oder Eettenlinie bedingt 
also die geringsten Spannnn- 
gen in allen seinen Quer- 
schnitten und mafi daher 
als die vorteilhafteste fBr die 
Anfrechterhaltong des Gleich- 
gewichtes zwischen den äufse- 
ren und inneren Kräften an- 
gesehen werden. Das trifft, 
sofern es sich am einen Kraftangriff handelt, der in den Stabqaer- 
schnitten Druckspannangen erzeagt, auch dann noch zo, wenn der 
Stab aas einzelnen starren, dnrch Ebenen rechtwinklig znr Stabachse 
gegeneinander abgegrenzten Teilen hergestellt ist. Ein derart ans 
einzelnen abgestampft keilförmigen Körpern (Steinen) bestehender 
Bogenträger ist ein Gewölbebogen oder Gewölbe. Die ebenen Ab- 
grenzangen der Teile gegeneinander sind seine Fngen und diejenige 
des ganzen Bogens beiderseits gegen die ihn stützenden Maaerkörper — 
„Widerlager** — sind seine Widerlager- oder Kämpferfagen. 

Unter der Wirkang einer beliebigen Belastang entstehen in den ein- 
zelnen Qnerschnitten eines Gewölbebogens vorwiegend Drackspannangen, 
die sich im allgemeinen nicht gleichmäfsig über die Qaerschnitts- 
fläche verteilen, so dafs die Spannangs- oder Drackmittelpankte 
nicht mit den Qoerschnittsschwerpnnkten, die „Drackmittellinie^ 
oder Dracklinie, d. h. die Verbindangslinie als Drackmittelpankte 
nicht mit der Bogenmittellinie zasammenfallen. Nar in dem Falle, 
wenn die Bogenmittellinie im Sinne obiger Darlegangen eine der 
Belastang entsprechende Seil- oder Kettenlinie ist, verteilen sich 
die Drackspannangen gleichmäfsig über die einzelnen Bogenqaer- 
schnitte, die Dracklinie fällt mit der Bogenmittellinie znsammen. 
Ein solcher Gewölbebogen wird treffend als Drackliniengewölbe 



*) Die Möglichkeit einer Knickung bleibt hierbei aufser Acht. 
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benannt Die bezeichnete günstige Wirkung eines Drackliniengewölbes 
bei Übertragung seiner Last auf die Widerlager ist indes nur denkbar, 
solange der Bogen als in seiner Form unveränderlich, „starr^ ange- 
nommen wird. Tatsächlich sind jedoch Gewölbe in ihrer Form 
keineswegs starr, und aufserdem begegnet schon die Herstellung 
jener völlig genauen Gewölbeform erheblichen Schwierigkeiten. Aber 
selbst die Möglichkeit angenommen, das Gewölbe genau in der 
vorherbestimmten „rechnungsmäfsigen^ Form und so herzustellen, 
dafs es unbelastet und mit seinem Eigengewichte noch auf dem 
„Lehrgerüst^ ruhend, in allen Fugen gleichmäfsig dicht, jedoch 
durchweg noch spannungslos schliefst, so würde schon nach Be- 
seitigung des stützenden Lehrgerüstes und Eintritt der seiner Form- 
bestimmung entsprechenden Belastung eine elastische Formänderung 
des Gewölbes — Verkürzung und Erümmungsänderung seiner Mittel- 
linie — entstehen und infolge dessen die Drucklinie von der Gewölbe- 
mittellinie sich trennen. Erstere wird dadurch meist an den Kämpfern 
um Strecken ta und h abwärts und im Scheitel um eine solche c 
aufwärtsrücken (vergl. S. 147 — 155). Eine weitere Trennung der 
Drucklinie von der Gewölbemittellinie entsteht, wenn statt der der 
Formbestimmung zu Grunde gelegten Belastung irgend eine andere 
auf das Gewölbe wirkt, oder wenn durch Temperaturschwankungen 
Formänderungen hervorgerufen werden. Letztere haben für sich allein 
die Wirkung, dafs die Drucklinie im Gewölbe um eine Mittellage 
gleichsam hin und her pendelt, sich, wie man leicht erkennt, bei 
steigender Temperatur im Scheitel abwärts und in den Kämpfer- 
fugen aufwärts und bei sinkender Temperatur umgekehrt bewegt. 
Endlich mufs auch mit einer gewissen störend auf den Ausgleich 
der äufieren und inneren Kräfte einwirkenden elastischen oder 
unelastischen Nachgiebigkeit der Widerlager gerechnet werden. Alle 
diese Einflüsse bringen es mit sich, dals der Spannungsmittelpunkt 
in den einzelnen Gewölbequerschnitten, bezw. der Angrifbpunkt der 
Mittelkraft aller links oder rechts eines Quersdinittes angreifenden 
äufseren Kräfte (vergl. S. 68) nicht mit dem Schwerpunkt desselben, 
die Spannungs- oder Druckmittellinie nicht mit der GewölbemitteK 
linie zusammenfällt, Biegungsmomente und Querkräfte, Biegungs- 
und Schubspannungen im Gewölbe entstehen. Das Mafs derselben 
läfst sich stets mit Hülfe der unter IV bis VI entwickelten KegelD 
feststellen. 

11* 
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Ben der Formbestimmung eines Gewölbebogens als Dmckliniengewölbe 
für eine bestimmte Lastverteilung zu Grunde zu legenden nur gedachten 
Zustand völliger Starrheit des Gewölbebogens selbst und seiner Widerlager^ 
bei welchem die der Lastverteilung entsprechende Druckmittellinie mit der 
Gewölbemittellinie zusammenfällt, also die Normalspannungen sich in allen 
Querschnitten gleiclim&ljBig verteilen, Biegungs- und Scherspannungen nicht 
vorhanden sind, wollen wir hinfort als den jener Belastung entsprechenden 
, Grundzustand" des Gewölbes bezeichnen. 

Für die Formbestimmung eines Gewölbebogens als Druckliniengewölbe 
ist nur das Gesetz der Lastverteilung, nicht aber die Gröfse der Belastung an 
sich maTsgebend. Denkt man sich daher letztere bei gleichbleibendem Ver- 
teilungsgesetz allmählich gleich Null werdend, so verharrt das , starre" Gewölbe 
im Grundzustande, die ununterbrochen gleichmäfsig ttber seine Querschnitte 
verteilten Normalspannungen werden gleichfalls allmählich gleich Null. Diesei 
Zustand, der auch bestehen würde, wenn das in Wirklichkeit elastische Gewölbe 
in völlig Schliefsender aber spannungsloser Berührung aller seiner Teile unter 
sich und mit den Widerlagern noch auf dem Lehrgerüst ruht, wollen wir den 
„Spannungsnullzustand" nennen. Er ist in Wirklichkeit nur für eine 
bestimmte Temperatur des Bogens, seine „Grundtemperatur", denkbar. 

Ob gegebenenfalls das Qewölbe als beiderseits eingespannter 
Bogen oder als Zwei- oder Dreigelenkbogen anzusehen ist, hängt 
davon ab, ob alle Gewölbequerschnitte, insbesondere alle im wesent- 
lichen nur druck- nicht aber auch sicher zugfesten Fugen die ihnen 
im Gleichgewicht der äufseren und inneren Kräfte zufallenden 
exzentrischen Spannungswiderstände, bezw. neben einem zentrischen 
Spannungswiderstande noch ein Spannungsmoment von hinreichender 
Gröfse zu leisten vermögen. Ist dies der Fall, so ist das Gewölbe 
statisch als eingespannter Bogen anzusehen, und die Bestimmung 
der Mittellinie des Druckes f&r eine gegebene Belastung ist dann 
eine nach den Begeln unter VI zu lösende dreifach statisch unbe- 
stimmte Aufgabe. Die Lösung kommt auf die Bestimmung dreier 
Punkte der Druckmittellinie hinaus, welche letztere dann in bekannter 
Weise als Seillinie gezeichnet werden kann. (Vergl. Keck, 
Mechanik I, S. 129.) 

Werden zwei Fugen, vielleicht die beiderseitigen Eämpferfugen, 
etwa durch Einlegung eines Gelenkes so gestaltet, dafs sie nur einen 
in der Gewölbemittellinie angreifenden, also im Fugenquerschnitt 
zentrisch wirkenden Widerstand zu leisten vermögen, so sind damit 
. von vornherein zwei Punkte der Druckmittellinie festgelegt und die 
Bestimmung dieser selbst ist dann nur noch eine einfach statisch 
unbestimmte Aufgabe; das Gewölbe ist ein Zweigelenkbogen. Wird 
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noch in einer dritten Fuge, etwa der Scheitel fage, darch Einfügung 
eines Gelenkes die Mittellinie des Dmckes von vornherein festgelegt, 
so läfst diese sich ohne weiteres zeichnen; der Gleichgewichtszustand 
des nun als Dreigelenkbogen geltenden Gewölbes ist statisch be- 
stimmt In allen drei Fällen wflrde bei dem für eine bestimmte 
Belastung als Druckliniengewölbe gestalteten, völlig starr gedachten 
Gewölbebogen in seinem „Grundzustand e*" unter der Wirkung 
jener Last die Druckmittellinie mit der Mittellinie des Gewölbes 
zusammenfallen, Biegungsmoment und Querkräfte im Gewölbe nicht 
entstehen. Bei dem als Dreigelenkbogen gestalteten Gewölbe, bei 
welchem die Druckmittellinie mit der Gewölbemittellinie für jede 
Belastung die drei Gelenkpunkte gemein hat, trennen beide sich für 
die ^Grundbelastung^ auch infolge der elastischen Nachgiebig- 
keit des Wölbmaterials und infolge von Temperaturschwankungen 
nicht merklich; auch geringe Nachgiebigkeit der Widerlager bleibt 
ohne erheblich störende Wirkung. Bei dem eingespannten Gewölbe 
dagegen treten jene störenden Einflüsse in vollem Umfange ein und 
in gewissem Grade auch bei dem, als Gewölbe übrigens kaum in 
Frage kommenden Zweigelenkbogen. Daraus ergibt sich für das 
als Dreigelenkbogen angeordnete Gewölbe ein gewisser Vorzug, der 
besonders bei verhältnismäfsig grofser ständiger Belastung und dort 
ausschlaggebend ins Gewicht fällt, wo mit einer vorab nicht sicher 
zu beurteilenden Nachgiebigkeit der Widerlager etwa infolge un- 
sicheren Baugrundes gerechnet werden mufs. Demgegenüber gestalten 
sich andererseits die Spannungs Verhältnisse in dem eingespannten 
Gewölbe vorteilhafter als im Dreigelenkbogengewölbe, wenn von der 
^Grundbelastung*" stark abweichende bewegliche Belastung und 
wenig nachgiebige Widerlager in Frage kommen. Immer aber und 
namentlich wenn es sich um Gewölbe mit gröfseren Pfeilverhält- 
nissen und dementsprechend grolser ständiger Belastung handelt, 
erscheint es statisch vorteilhaft, das Gewölbe als „Drucklinien- 
gewölbe'', d. h. so zu gestalten, dafs für mittlere Belastung 
(ständige Last und halbe gleichmäfsig verteilte Verkehrslast), starr 
angenommene Widerlager und Gewölbe und konstante mittlere Tem- 
peratur, d. i. für den Grundzustand des Gewölbes die Druck- 
mittellinie mit der Gewölbemittellinie zusammenfilllt. 

Es sollen nun zunächst für gegebene Lastverteilung die Gewölbe- 
mittellinie als Seil- oder Eettenlinie ermittelt werden. 
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Fig, 66. 




b) Grandgleielmng der KetteHÜiiie fir lotreehte Belartang. 

Eine völlig biegsam, aber anzerreilS', ondehnbar nnd gewichtslos 
aDgenommene Kette sei in zwei Punkten A und B (Fig. 66) fest- 
gehalten and nach irgend einem Yer- 
teilnngsgesetz stetig belastet Die Qleich- 
gewichtsform der Eette ist dann allgemein 
eine Eettenlinie. Die Belastung der Eette 
schliefse auch ihr tatsächlich vorhandenes 
Gewicht mit ein und werde für die Längen- 
einheit ihres Grundrisses mit z bezeichnet, 
80 da& auf die Grundri(slänge dx eines Längenteilchens ds der 
Eette eine Last Z'dx entftUt. Zur Darstellung der Belastung 
denken wir uns in jedem Punkte der Eettenlinie von dieser lot- 
recht abwärts die dort vorhandene Belastungshöhe z aufgetragen 
und nennen die so entstehende Linie die ^Belastungslinie"". 
Diese und die Eettenlinie stehen in ihrer Form in einer bestimmten 
Abhängigkeit voneinander. 

Die in zwei Punkten der Eette herrschenden tangential zur 
Eettenlinie gerichteten Spannkräfte mfissen sich in Bezug auf das 
zwischenli^ende Eettenstück als äuisere Eraft gedacht mit den 
das Stück ergreifenden Lasten das Gleichgewicht halten. Im 
tiefsten Punkte C der Eettenlinie, ihrem Scheitelpunkte, ist 
die Spannkraft wagerecht, sie werde mit H bezeichnet Für die 
weitere Betrachtung beziehen wir die Eettenlinie auf ein recht- 
winkliges Achsenkreuz, dessen Anfangspunkt mit ihrem Scheitel O 
zusammenfällt In einem Punkte mit den Eoordinaten x und y 
herrsche die Spannkraft S, Denken wir uns nun das zwischen diesem 
Punkte und dem Scheitel C liegende Eettenstück mit demj^zu- 



zwei 



Fig. 67. 



gehörigen Lastenteil [zdx durch 

Jo 
Schnitte abgetrennt und in den Schnitten 

die Spannki'äfte H und S als äufsere Eräfte 

angebracht, so mufs das Eettenstück unter 

der Wirkung dieser beiden Eräfte gegenüber 

dem Lastanteil im Gleichgewicht verharren 

(vergl. Fig. 67). Daraus folgt, dais die 

wagerechte Seitenkraft von /S gleich H und die lotrechte 
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F= [z'dx sein mufs; d.h. die wagerechte Spannkraft einer 

nur lotrechten belasteten Kette hat in allen Punkten 
gleiche Gröfse (H); die lotrechte Spannkraft in irgend 
einem Punkte ist gleich der Gesamtlast zwischen 
diesem Punkte und dem Scheitel der Kette. 

Für den Neigungswinkel d der Tangente an die Kettenlinie 
im Punkte ^r, y gut die Gleichung 

1) tgö=^=-i=i^^. 

^ da; 11 H 

Vergröfsert sich x um dx^ so kommt zu der Last Xz'dx der 
Teil Z'dx hinzu. Durch Differentiation entsteht daher 



2) 



doc^ H ' 



Dies ist die allgemeine Grundgleichung der Kettenlinie mit lot- 
rechter nach irgend einem Gesetz stetig verteilter Belastung. Fflr 
den Krümmungshalbmesser q der Kettenlinie im Punkte Xiy er- 
halten wir nach den Regeln der höheren Mathematik 



_H^f 



dy 
Daraus folgt, weil y- = tg i9 und mit Bflcksicht auf Gl. 1 : 

Für den Scheitel (' sei der Krümmungshalbmesser der Ketten- 
linie r, die Belastungshöhe zq, dann wird, weil dort ^ = und 
cos<?=l, r=H::Q oder 

4) H=rxQ. . 

Die wagerechte Spannkraft H ist demnach gleich dem 
Krümmungshalbmesser im Scheitel mal der Belastungs- 
höhe daselbst. 
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Bei öberail gleicher Belistangshöhe z=^q wird aus 

dx' H dy H 
und weiter j^ = |— -|-Ci and Ci=0, mithin ergibt sich die bekannte 

pantelifeke Ketteililie x^=i — y mit dem Parameter H'.q. 

c) Die geneine Kettenlime. 

Unter dieser versteht man diejenige Kettenlime, welche einer 
gleichmäfsig Aber die Bogenlänge derselben verteilten Belastung 
entspricht (Fig. 68> Es ist das die Oleichgewichtsform einer Kette 
oder eines biegsamen Seiles fiberall gleicher Dicke unter alleiniger 
Wirkung des eigenen Gewichtes. 

Hat die Längeneinheit der Kette ein Gewicht q. so wiegt ein 
Bogenteilchen von der Länge ds qds; mit Hülfe von : ansgedrfickt, 
ist aber dieses Gewicht auch gleich zd^r, so dafs :d.r = qds^ also 
die Belastungshöhe an beliebiger Stelle 

Für den Scheitel gilt (weil hier d8 = dx) zo = q und nach Gl. 3 
(S. lf)7) J{=rq, so dafs aus der Grundgleichung 1 (S. 167) wird 

Setzt man zur Abkürzung d^/:d.r = v, so dafs d^yidx = dv wird, 
so entsteht 



dv 



= il^l-fr^ 



Fig. 68. 



dx r 

Wenn man nun alles, was v enthält, 
auf die linke Seite, dx auf die 
rechte Seite schafft, so lassen sich 
beide Seiten der Gleichung 

d V d X 

integrieren, und es mufs 

2) \\v+]^l^if2)^^.^c 

r 

sein, worin C=() wird, da für :/ =0 auch ? =0. Behufs weiterer 
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Integration mnfs letztere Gleichjing nach v aufgelöst werden. Zar 
Beseitigung des Wurzelzeichens mufs man dafür sorgen, dafs der 
Warzelausdruck auf der einen Seite der Gleichung allein steht, 
dann ist durch Quadrierung das Ziel erreicht. Es wird also zunächst 



v+Vl + v^^e"" und Vl + v^ = €'' —v, 



2x 



2x 



~1 



dann 



l-f-^»2=3^r — 2ve^+v^9 also v = 



X 

2e^ 



oder, 



wenn man die Division mit e"" ausführt, 

2 da' 

Schreibt man dies 



^V=34rpe£(^) 



-] + e 'd(^|- 



so wird 



7/=y2rU'- + e ^ + C\) und 0^ = — 2, 

weil a) = () auch y = liefern mufs. Verschiebt man nun den 

Koordinaten -Anfang um den Krümmungshalbmesser r (für den 

Scheitel) nach unten (Fig. 69), so ist das 

bisherige y mit y — r zu vertauschen, und pj« 69, 

es wird dann ^_ 1 

die übliche Gleichung der gemeinen Ketten- 
linie. 

Setzt man vorübergehend c*"«!^, so 
kann Gl. 4 auch ^ 

2i^ = «- + i 
r w 

geschrieben und nach w aufgelöst werden; dann wird 




w 






also 



r \r 1 r^ / 
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tL^etUjiteä eimfadi 



Es ift aber 






M5 



90 daft man aach seiirttbeD bum 



r 



_±„z+i.r_,). 



Die Belaetugdiaie, welehe zur {gemeinen Kettenliiiie gehitai« 
ergibt sich« wenn man in GL 1 den Wert f&r dyidx ans GL 3 
doAhrL Es 



d$ i/, Idyx^ -\L , l/^ ^, -^1 l/± >i. 



wofür man mit Rücksicht auf GL 4 



kann 



6) 



dft V AI -^ JV 

- = — . Also ist z^=q — 

dx r r 



die BelastongshOhe. Trägt man q in solchem MaTsstabe ant dafs 
es darch r dargestellt wird, so ergibt sich einlkch 

7) z^y, Fig. 70. 

d. h. die wagerechte Achse 
DX (Fig. 69) bildet die Be- 
lastangslinie. 

Die gemeine Kettenlinie 
mftfote danach anch entstehen, 
wenn die gewichtslos angenom- 
mene Kette mit einem homogenen, 
in sich völlig widerstandslos ver- 
schiehlichen, etwa flüssigen Kör- 
per Ton solcher Form and Grobe 
belastet würde, dafs derselbe 
oben durch eine nach der Ketten- 
linie gekr&mmte Fläche, nnten 
durch eine wagerechte Ebene nnd 
an den vier Seiten durch lot- 
rechte Ebenen parallel, bezw. 
senkrecht zur Ebene der Ketten - 
linie begrenzt erscheint und im 
Scheitel eine Höhe z^^=r erhält. 
(Vergl. Fig. 70, a.) 




VII c. Das Geicölbe; genieine Kettenlinie. 171 

Nach Eintritt der Gleichgewichtsform kann man sich die völlig biegsame 
Kette durch einen starren Stab und den flüssigen durch einen starren Be- 
lastungskörper, etwa Mauerwerk, ersetzt denken. In dem so belasteten Stabe 
würden dann nur gleichmäfsig über seinen Querschnitt yerteilte Zugspannungen 
entstehen. Kehrt man den Stab mit seiner starren Belastung senkrecht nach 
oben (Fig. 70&), so treten an Stelle der Zugspannungen Druckspannungen. 
Der Stab kann demnach in dieser Lage durch einen Gewölbebogen ersetzt 
werden ; seine Mittellinie ist jetzt die seiner Belastung entsprechende Druck- 
mittellinie oder Drucklinie. Eine Ungenauigkeit bleibt allerdings in der an- 
genommenen Gewichtslosigkeit der Kette, des Stabes oder des Gewölbebogens 
bestehen, die eine etwas von der durch Gl. 4 ausgedrückten Form abweichende 
Gleichgewichtsform bedingt. 

Ffir die Spannkraft S der Kette an beliebiger Schnittstelle 

gut, da (Fig. 67) Scosd = H oder S^H:Q0%i^ = Hd8/dx, nach 

61. 6 einfach • 

H * 

8) S^ — y = qy (weil H^qy^), 

T 

Dieselbe Spannkraft würde auch allein durch das eigene Gewicht 
eines Eettenstückes von der Länge y entstehen, wenn dasselbe, 
bei P befestigt, lotrecht herabhinge. Diese Länge kann die 
Spannangslänge f&r den Ponkt P genannt werden. 

Hat man statt einer Eette einen biegsamen Biemen oder ein 
Seil, dessen Querschnitt F durch die Kraft S gleichmäfsig mit ö ge- 
spannt wird, und dessen Dichte y ist, so ergibt sich, weil yF=^q, 

AN S q 

Die Spannung hat also am höchsten Punkte der Kette den 
grölsten Wert. 

Die Bereehnan^ der Koordinaten einer gemeinen Kettenlilie kann durch 
die Benutzung einer Tabelle erleichtert werden. Setzt man nämlich «/r=t<, 



V« Vc^^ + c V = V«(«" + e"-'*), 



so ist V« ^^'" + '^ = 7* («" + «""**)* was wir zur Abkürzung F{u) 
nennen wollen, nur von u abhängig und ftir angenommene Werte von u 
leicht tabellarisch zu berechnen. Es wird dann (nach GL 4) einfach 

10) i/ = rF{u) und x = ru. 

Die F{u) wird der hyperbolische Cosinus von u genannt. 
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Tabelle der F(tt) = V«(^" +«"";. 



u 


1 

1 

' F(u) 

1 

1 


: JP(tt)— 1 
u 


u 


F{u) 

1 


1 

F(u)~\ 
« 

r 


u 


F(u) 


F(«)-l 

M 


0.1 


1,0050 


0,0500 


1,1 


1,6685 


0,6077 


2,1 


4,1443 


1,4973 


0,2 


1,0201 


0,1005 


1,2 


1,8107 


0,6756 


2,2 


4,5679 


1,6218 


0,3 


1,0453 


0,1510 


1,3 


1,9709 


0,7468 


2,3 


5,0372 


1,7553 


0,4 


1,0811 


0,2028 


1,4 


2,1509 


0,8221 


2,4 


5,5569 


1,8987 


0,5 


1,1276 


0,2552 


1,5 


2,3524 


0,9016 


2,5 


6,1323 


2,0529 


0.6 


1,1855 


0,3091 


1,6 


2,5775 


0,9859 


2,6 


6,7690 


2,2189 


0,7 


1,2552 


0,3646 


1,7 


2,8283 


1,0755 


2,7 


7,4735 


2,3976 


0.8 


1,3374 


0,4218 


1,8 


3,1075 


1,1708 


2,8 


8,2527 


2,5900 


0,9 


1,4331 


0,4812 


1,9 


3,4177 


1,2725 


2,9 


9,1146 


2,7981 


1,0 


M431 


0,5431 


2,0 


3,7622 


1,3811 


3,0 


10,068 


3,0226 



Ist der Erümmangshalbmesser r far den Scheitel gegeben, so erhält 
man nach GL 10 die Koordinaten verschiedener Pnnkte der Eettenlinie dnrch 
einfache Maltiplikation der Tabellenwerte u und F\u) mit r. 

Sind aber die Spannweite Z und die Pfeilhöhe f gegeben, so ist r noch 
unbekannt. F&r den Endpunkt A der Kettenlinie (Fig. 69) wird dann aber 
^l2l=ru^ und f-\-r = rF(u^), worin m, denjenigen Wert dieser Hnlfegröfse 
bedeutet, welcher dem Endpunkte A entspricht. Es folgt daraus 



11) 



F(H,) - 1 



u. 



i 



=~ und r = 



/ 



2wi' 



Beispiel: Ist f=l = l gegeben, so mufe für den Endpunkt 

F(u,) - 1 



u. 



= 2 



sein. In der letzten Spalte der Tabelle erkennt man dann, dafs der ent- 
sprechende Wert von Mj zwischen 2,4 und 2,5 liegt. Einfache Interpolation 

bestimmt ihn sn 2,47. Hiemach wird dann r=~ — =0,20248 Man kann 

2mi ' 

nun leicht bis zu 24 Paare von Koordinaten berechnen, indem man die Zahlen 
(1er Tabelle für u und F{u) mit 0,20243 multipliziert. 



d) Kettenlinie ffir fiberall gleiche Anstrengimg. 

Bei der gemeinen Kettenlinie ergab sich die stärkste An- 
strengung an den Befestigungspunkten (&lls Eette oder Seil völlig ' 
gleichartig angeordnet sind). Will man die Anstrengung gleich- 
mäfsig machen, so mufs in gleichem Verhältnisse mit der Spann- 
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kraft S aach der Querschnitt F^ folglich auch das Gewicht q der 
Bogeneinheit zunehmen. Dadurch ändert sich dann die Belastungs- 
art, mithin auch die Gleichgewichtsform. 

Beziehen sich Fq und qq auf den Scheitelpunkt, so wird 

q F S ds 



1) 



qQ Fq H dx 



2 



und weil wiederum z==q — ^ so wird jetzt 

^) '-.(i)-?h(SJ 

Die Grundgleichung 1 (S. 167) liefert daher 

wenn man wiederum dy = vdx setzt. Die Integration fQhrt zu 

arctgt; = — \-C m\i C=0 
r 

(da für 00=^0 auch v^O sein mufs), oder 

3) -=^=<«7 ""^ ^y-^^^A^)' 

Wenn man diese Gleichung int^friert, so ergibt sich 

4) — = lsec— . 

r r 

(Die Konstante verschwindet wieder, weil für a? = auch y=0 
werden soll.) 

Die überall gleiche Anstrengung ö kann man aus den 
Verhältnissen des Scheitelpunktes leicht finden. Es wird 

Zir BereehBing der Koardinaten dieser Kettenlinie gleicher An- 
strengung ftihrt man zweckmäfsig wiedernm eine Hülfsgröfse ein, n. zw. dies 
Mal den Neigungswinkel i9 der Kurre in abgemndetem Gradmafse, damit man 
arc ^ nnd cos ^ leicht finden nnd danach sec i9 nnd l sec & berechnen kann. 

Nach Gl. 3 ist nämlich tgi?=^=tg-, mithin -=:arct5i und ^=l8ecr>. 

dx r r r 

Die Werte '/,. und y/,. sind einer Tabelle*) zu entnehmen. 



♦) Eine solche Tabelle findet sich in dem Buche von 6. Hagen „Über 
Form und Starke gewölbter Bögen**, 2. Aufl. Berlin 1874, S. 75. 



1 74 I^rUUr JJft^intxtt. LifiM»z-t^ «. t^^^^ «»•/^■•dl ^sir« 



i^.->. 



lUtteiüW^ ml «IM 
F»na>el H^ <lafa«r imerhalb. dk 






kieiaiftai 



r. !••> 



e) Bdatteiiprimfe der krtMÜnogiea DracUnk. 

Nach S. 16fi bestdit zwisdiai der KetteiK oder Dracklinie md 
der zugehArigeo BebstmigBliine eine Abbäogigkeit derart da& zu 
einer jeden Belaitongslinie eine bestimmte Ketten- oder DmcUime 
gebM nnd nmgd^dtri 

um za finden 9 welche Belaetni^[dinie einer kreisf&rmigen 
Dracklinie fom Halbmener r entspricht (Fig. 71), wendet min die 
Ol 2 rnid 3 (8. 167; an. Es wird dann 



// 







fA 9 



mithin 



1) 2^3Q'.CKX?d. 

Hierin ist z^ die Belastungshöhe im Scheitel, d der Neigungs- 
winkel der Dracklinie gegen die Wagerechte, oder der WinkeU 



Fig. 71. 



S^- 



den der beliebige Halbmesser 
()P mit der Lotrechten ein- 
schliefst Während d von Null 
bis V2 wftchst, nimmt auch 
seci9, also auch z fortwährend 
zu; /V — ^/2 gibt 

costf^O und r = Go. 
Die Belastungslinie nähert sich 
daher asymptotisch den beiden 
lotrechten Tangenten an die 
halbkreisf&rmige Dracklinie. 

Ol. 1 ist leicht zn konstraieren: Man trage auf einem Halb- 
messer OP das Stock PQ^Zq ab, ziehe QR rechtwinklig zn 
P(i, dann ist PÄ=»ro:cosd, wird darauf 125 wagerecht und ST 
wieder rechtwinklig zu Pä^ gezogen, so mufs 

P5=PJB:oo8d=»zo'C082'' und PT^z^xco^^d, 

also T ein Punkt der Belastungslinie sein. 
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Die Gestalt der Belastangslinie ist verschieden je nach dem 
Verhältnisse z^ir (Fig. 71). Bezeichnet nämlich y die Ordinate 
des Punktes P der Dnicklinie, y^ diejenige des Punktes T der 
Belastungslinie, so ist 

^3 



Dann wird 



dx dx y* dx dx\ y* / 

dx^ \ y* Idx^'^ y« WJ' 



Ftlr den Scheitel wird 

0^ = 0, y=r, ^ = 0, ^ 

ax ax^ 



daher 



^=_(l_3i«\l^l(35,_i), 
dx^ \ r I r r \ r / 

Ist nun die Belastungshöhe im Scheitel ZQ<z^/sr, so 
:0; die Belastungslinie kehrt daher bei D (ebenso 



Fig. 72. 



dx^ 

die Drucklinie bei C) die konvexe Seite nach oben, entfernt 
zuerst nur langsam vom Kreise, hat 
dann (auf jeder Seite) einen Wendepunkt 
und steigt nun erst kräftig nach oben. 
Bei ZQ>^/zr kehrt die Belastungslinie 
schon im Scheitel die konvexe Seite nach 
unten, beginnt also schon hier zu steigen 
und setzt dies ununterbrochen fort; Wende- 
punkte sind nicht vorhanden. Im Orenz- 
falle zq = V3 r (Fig. 72) fallen die beiden 
Wendepunkte des ersten Falles im Scheitel 
zu einem einzigen zusammen ; die Krümmung 
ist hier Null, und die Belastungslinie entfernt sich 
sehr langsam von einer wagerechten Geraden, 
dann aber aufwärts.*) 



wird 
wie 
sich 




nur 
geht 



*) J. W. Schwedler, Theorie der Stützlinie; Zeitschrift für Bau- 
wesen 1859, S. 113. 
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f) Hagen'sche Drucklinie fBr wagerechte Belastnngsliiiie. 

Nach den Ausführangen nnter VII c kann die gemeine Ketten- 
linie annähernd als Mittellinie eines Druckliniengewölbes fftr eine 
in bestimmter Höbe :o = r über dem Scheitel liegende Belastongs- 
linie angesehen werden. Die Höhe zq wie der Erümmongshalbmesser 
r im Scheitel sind durch die Spannweite and Pfeilhöhe der Eetten- 
linie mitbestimmt 

Die Aufgabe, für eine beliebige wagerechte Belastungslinie 
eine Drucklinie als Gewölbemittellinie von gegebener Spannweite 
und Pfeilhöhe zu finden, ist zuerst von Hagen gelöst 

Die gegebene wagerechte Belastungslinie werde zur Achse 
DJT gewählt; GP (Fig. 73) sei die entsprechende Drucklinie, 
deren Gleichung entwickelt werden soll. p. ..» 

Wegen dieser Wahl des Achsenkreuzes 
werden die Belastungshöhen zq und z gleich 
den Ordinaten yo ^^^ y ^^^ Drucklinie, 
so dafs die Grundgleichung (S. 167) für 
diesen Fall lautet 

1) d^y ^y ^y 

Multipliziert man auf beiden Seiten mit 2 dy, so kann man schreiben 

2^^ = ?^ and bddemeits integrieren. 

dx dx ry^ 




IdyV^y^ 
\dx) ri 



2 

■ + c\ 



Damit far den Scheitel y = vo ™d -7^=0 werde, mufs (?=— -^ 

dx ryo 

sein, daher 

^.v ^ ^ ^y^ — yl 

da: Yry^ 

Trennt man nun die Veränderlichen (bringt y und dy nach links, 
dx nach rechts), so ergibt sich 

dy dx 

^y^—yl^ ^^'^ya 
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und nach Integration 

^ 2/0 ^ Kr 3/0 

worin Cj == wird, so dafs die Gleichung der Drucklinie lautet 

Durch denselben Rechnungsgang, der auf S. 169 von 61. 2 zu Gl. 3 
f&hrte, kann man auch vorstehende Gleichung nach y auflösen: 



3) ^=.?^^-\eVrj,o+e Y^y^^]. 

Die Linie, welche durch die Gl. 2 und 3 bestimmt ist, warde von 
G. Hagen (Berlin) im Jahre 1844 für die Gestaltung von Brückengewölben 
empfohlen. 

Ist die BelastnngshÖhe im Scheitel gleich dem Krümmungshalbmesser 
daselbst, d. h. y^^=r^ so wird ans GL 3 die Gleichung der gemeinen Ketten- 
linie. (Auf S. 170 wurde ja auch schon gezeigt, dafs die Belastungskurve der 
gemeinen Kettenlinie eine Gerade wird für £ro = g==r.) 

Sind r und y^ gegeben, so ist die Hagen'sche Drucklinie völlig 
bestimmt 

Für ^0 ^ V^ ^ liat die Kurve im Scheitel den kleinsten Krümmungs- 
halbmesser, und es nimmt die Krümmung von hier aus fortwährend ab; denn 
sollte sich der Krümmungshalbmesser nicht ändern, sollte die Drucklinie 
kreisft^rmig sein, so müfste nach S. 175 für yo^^/zr die Belastungskurve 
von der Mitte aus ansteigen; da hier aber dies Ansteigen nicht stattfindet, 
also z kleiner ist als für kreisförmige Drucklinie, so mufs sich p vergröfsern, 
weil nach Gl. 3, S. 167 p sich mit e in umgekehrtem Verhältnisse ändert. 

Für t/o<: — r liegt die Belastungskurve für kreisförmige Drucklinie in 

der Nähe der Mitte u n t e r halb der Wagerechten durch den Scheitel der 
Belastungskurve und erhebt sich erst in einem gewissen Abstände über diese 
Wagerechte. Daraus kann man folgern, dafs die Hagen'sche Drucklinie für 
yQ<:'^l^r von der Mitte aus erst eine Zunahme, dann aber eine fortwährende 
Abnahme der Krümmung zeigen wird. 

Für yo='^ßr findet von der Mitte aus eine Zunahme der Krümmung 
nicht statt, die Abnahme aber langsamer als für yo> V^^* so dafs der mittlere 
Teil sich von einem Kreise nur wenig unterscheidet. 

Wird y^ir gröfser und gröfser, rückt also die Belastungslinie immer 
weiter in die Höhe, so ist die Veränderlichkeit der Belastungshöhe y nur 
gering im Verhältnisse zu y^. Im Grenzfalle, für t/o:r=cx3, kann daher die 
Belastungshöhe z als überall gleich angesehen werden, und die Drucklinie mufs 

Keck, El80tizJtiia1ehre. II 1^ 



daoD eine Parabel sein. Damit nim obige GL 3 in die Parabci-Gleichnng 
fibergebe, mub man zanäefast den Koordinaten-AnCang Ton D (Fig 73) nach 
dem Scheitel C der Dmddinie Terlegea, weil sonst die Ordinaten anendlich 
grofe werden wnrden. Es ist also y mit y-^-^t^ za yertaoschen, so dals 



^^ieV^'^P^J^e ^'»^-2) 



^-2 

entsteht. F&r y^=oo nimmt dies zon&chst die onbestimmte Form cx:-0 an. 
Setzt man aber Torübergehend 

1 _^ 



y=;:T' T7^="» so wird 



AM —au 

2y= 5 



Bildet man nan von Zähler nnd Nenner die Abgeleiteten nach ti, so ergibt 
sich nach zweimaliger AusfQhning dieses Verfahrens: 

'H — ii — =0= — -^ — =-'' ^ 

L J|(-0 L Jm = 

X- 

4) 2y=— oder ar- = 2ry. 

Man kann dies Ergebnis auch in anderer Weise, nänüich dnrch Benntzimg 
der Keihe ftir e««, erhalten: 



a'^U' . a^u^ 



e-<*u=zl~au-\ öT~H daher 

e-a« -|- e - <»»« — 2 = 2 1 — ^ — [- -— - + j und 

2y = a2 + 2(^— -j- + — P+..J, also furM = 0: 

2y = a'=' 



x^ 



Zar Berechnang der Koordinaten der Hagen'scheii Dmeklinie setze man 
--^ =w, so dafs Gl. 3 (S. 177) wird y=^-(c'* +«-"). 

Man kann nun die Tabelle auf S. 172 für F (?/) = V« (^" + <^~ '0 ^«^r- 
weudcn und daraus 

5) x = uVryu, y = 2/0 FM 

berechnen. *) 



*j Dr. H. Zimmermann, irber Seilkurveu; Zentralblatt der Bau- 
verwaltung 1883, S. 231. 
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Ist die Belastnngshöhe ^o i™ Scheitelpunkt gegeben, statt r aber Spann- 
weite l und Pfeilhöhe f, so mufs f&r den Endpunkt der Drucklinie gelten 

V2Z==t*,/"ryo und f+t/o=yoF{u^) . 
Letztere Gleichung gibt 

f 



6) 



F{u,)=:i-\- 



yo 



aus der Tabelle kann man zu diesem Fnnktionswerte den entsprechenden Wert 
von Ui durch Interpolation finden und hat dann 

Beispiel: Für 1=10% /-^si/gm „nd y„=l,9in wird nach Gl. 6 

^-(«1)= 1+^=2,7544. 

Nach der Tabelle auf S. 172 liegt das entsprechende u^ zwischen 1,6 und 1,7 
und bestimmt sich durch Interpolation zu 1,67. Nach Gl. 7 wird dann 

ryo = 8,964q« und r=4,72m. 

Man erhält nun die Koordinaten x und y der Drucklinie, wenn man in der 

Tabelle (S. 172) die Werte u mit 2,994, die Werte F (u) mit 1,9 multipliziert. 

Nimmt man nur w = 0, 0,2, 0,4 usf., so erhält man 

x=0 0,60 1,20 1,80 2,40 2,99 3,59 4,19 4,79 5,00 
y=l,9 1,94 2,05 2,25 2,54 2,93 3,44 4,09 4,90 5,23. 

Durch Auftragen dieser Koordinaten ergeben sich die Kurvenpunkte, die 

man dann leicht durch einige Kreisbögen verbinden kann. Weil in diesem 

y 1 

Falle — etwa 0,45, also etwas mehr als — beträgt, so nimmt (nach S. 177) 

die Krümmung der Drucklinie vom Scheitel aus fortwährend ab, jedoch 
anfangs nur langsam. 



Fig. 74. 



g) Ketten- and Drncklinien fdr unsymmetrische Belastung. 

Eine in 2 Punkten A und B gleicher Höhenlage befestige 
Kette (Fig. 74) sei über die rechtsseitige Hälfte der Spannweite 
l gleichmäfsig mit^ für die 
Längeneinheit des Grundrisses, 
über die linksseitige Hälfte 
aber ebenso mit n ^ belastet. 
Dann werden die beiden Teile 
A C und B O der Kettenlinie 
Parabeln mit lotrechter Achse 
sein (s. S. 168), jedoch wegen i "^ 

der verschiedenen Belastung 
von verschiedenem Parameter. 




Im Punkte (7, welcher um / unter 

12* 
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AB liegen möge, schliefsen sie sich mit gemeinschaftlicher 
Tangente einander an; denn bei endlicher BelastungshOhe z bleibt 
aach cPyidx^ endlich, so dafs dyidx sich nnr stetig ändern kann. 
Bezieht man die Linie AC auf den Anfangspunkt A^ BC aber 
auf B^ so wird zunächst fOr einen Punkt P der J^C (nach S. 167): 

dx^^ H' dx Ä^^^' y 21f^+^''- 

(Das negative Zeichen rflhrt daher, dafs die Eettenlinie der A-Achse 
die konkave Seite zukehrt.) Bei der zweiten Integration ist die 
Eonstante Null. 

Für einen Punkt Pj der JBC ist ebenso 

dx\^ H' dxr h""'^^'' y' 2^*^^ + ^^^- 

Für den Punkt C, d. h. für o; = a:| = ^ ist j^= — y^ und f/ = yi. 

^ dx (iXt 

Das liefert die Oleichungen 

(7=1^(1 + 3 n) und Ci=|^(3 + n) ergeben. 
Hiernach wird die Gleichung t&i AC: 

und diejenige fQr BC: 

2) yi = |^-(3 + n)a;,-2^^!. 

Beide Gleichungen geben für die Ordinate des Punktes C: 

3) -^^lli^^ + l)- 

^ C ist eine Parabel vom Parameter — , deren Scheitel D einen 
wagerechten Abstand 

ff 

von A hat Die Parabel BC hat den Parameter — , und der 
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Scheitel, der über C hinaus nach links verlängerten Kurve ist von 
B um 

5) ai = V8?(3 + n) 

in wagerechtem Sinne entfernt. 

Für gleiche Werte von x und x^ ist das arithmetische Mittel 
aus y und y^ : 

y+Vi gi^ + n) 



4i7 



x{l — x). 



Verteilt man aber die Gesamtlast ^l^gl{l+n) gleichmäfsig über 
die ganze Spannweite, so entsteht bei gleicher Kraft H die para- 
bolische Kettenlinie 

yo= 4JJ x(L — x), 

so dafs dieses y^ gleich dem obigen Mittel ^/^iy + yi) ist. 

Wenn man also, von symmetrischer Belastung ausgehend, die 
eine Hälfte entlastet, die andere in gleichem Mafie mehr belastet 
und dabei H unverändert erhält, so hebt sich auf der einen Seite 
die Kettenlinie um ebensoviel, wie sie sich an der entsprechend 
liegenden Stelle der anderen Seite senkt. Die lotrechte Verschiebung 
beträgt 

sie ist am größten für x^^/il, nämlich ' (71 — 1). 

Auf der Seite der schwereren Last hat die Parabel den kleineren 
Parameter, also die stärkste Ej-ümmung. 

Beispiel: Ist die Last der linken Seite doppelt so grofs wie die der 
rechten, d. h. ti=2, so wird 

y=g-^aj-;g«'; «=Y6^5 der Parameter = ^-; 
yi=g^a^i— 2^a;J; «1 = 3 2; der Parameter = y. 

Die gröfste lotrechte Yerschiebmig (im Sinne der Gl. 6) wird ^ „, . Der 

Pnnkt G hat die Ordinate /'== 7^ -ff > woraus man bei gegebenem f die 
Kraft H berechnen kann. 



l. 



182 I^'itter Abschnitt, Elastizität u, Festigkeit eitifach gekrümmter Stäbe. 



Fig. 75. 



Ist bei gleichmäfsiger Belastung p der ganzen 
Länge des Grundrisses eine beliebig liegende Einzel- 
last P vorhanden, so mufs die Eettenlinie in dem Angriffs- 
punkte dieser Last einen Enick bilden. 
Es kommt nämlich an dieser Stelle auf 
ein Längenteilchen dcc die endliche 
Last P, so dafs hier ^=P:da: = oo, 
mithin die Änderung von dy.dx 
unstetig wird. Sind die Spannkräfte 
unmittelbar links und rechts von der 
Last S und S^ mit den Neigungs- 
winkeln a und a^, so mufs 

Ssin a — Äi sin «i = P, 

oder, weil Äcosa = SiCOsai = if, 

7) if(tga-tga,) = P 

Bezieht man wieder das Eurvenstück AE auf A^ das Stück 
BE 2Mi B als An&ngspunkt, so wird f&r AE: 




sem. 



d^y 



dy 






für BE\ 

dx\ 



H' dx," h""' '^'' ^^"' 2H'''^^''^'' 



Zur Bestimmung von C und C^ dienen die Bedingung in Ol. 7, 
sowie der Umstand, dafs der Punkt E mit der Ordinate v beiden 
Linien gemeinsam ist. Die erste Bedingung lautet (da für 



X 



u 



dji 
dx 



= tg a ; für a?! = Z — u 



dxi 



= — tgai): 



/7 



<7 



-^u+C-~{l 



«) + 0i=-^; 



die zweite (da fttr a! = u y = v, für a;j=i — u !fi = t')'- 
Hieraus erhält man 






« ffi 



2H' 






'2H' 
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SO dafs die Oleichungen ^x AE und BE nun werden: 

Für x^^hl gibt Gleichung 9 als Ordinate des Punktes O: 

woraus sich bei gegebenem / die Kraft H berechnen läfst. 

AE ist eine Parabel vom Parameter }i\g\ bei entsprechender 
Fortsetzung über E hinaus würde ihr Scheitel in dem wagerechten 
Abstände 

von A liegen. BE hat den gleichen Parameter, und ihr Scheitel 

D hat die Abscisse 

1 P 

2 gl 

h) Ermittelang der wirklichen Drncklinie eines GewSlbes mit 

lotrechter Belastnng. 

Die Spannungsverhältnisse in einem Gewölbe lassen sich am 
übersichtlichsten und zutreffendsten mit Hülfe der seiner Belastung 
entsprechenden wirklichen Drucklinie beurteilen. Sie gestalten sich 
naturgemäfs um so günstiger, je enger sich die Drucklinie der Bogen- 
mittellinie anschlieist. Ein völliges Zusammenfallen beider ist aus 
den unter a dargelegten Gründen selbst bei einem f&r eine gegebene 
Belastung als Druckliniengewölbe geformten eingespannten Gewölbe- 
bogen ausgeschlossen und die Abweichung beider voneinander f&llt, 
abgesehen von den störenden Einflüssen durch Temperatur- 
schwankungen und Nachgiebigkeit der Widerlager, welche beide 
hier aufser acht bleiben sollen, um so gröfser aus, je mehr bei 
etwa in Frage kommender veränderlicher Belastung die jeweilige 
Lastverteilung von der der Formbestimmung zu Grunde gelegten 
abweicht Naturgemäfs ist die sich am weitesten von der Gewölbe- 
mittellinie entfernende ungünstigste Drucklinie fQr die Beurteilung 
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der Stand- und Tragsicberheit des Gewölbes mafsgebend. Ihre 
Bestimmung ist daher die erste und wichtigste Aufgabe fOr die 
statische Untersuchung eines Gewölbes. Will man ein allmähliches 
Öfifnen der meist wenig zugfesten Fugen sicher vermeiden, so darf 
die ungünstigste Drucklinie an keiner Stelle den Kern des GewGlbe- 
querschnittes yerlassen. 

Die Drucklinie eines Gewölbes für irgend eine Belastung kann 
stets als Seillinie zu dieser gezeichnet werden, sobald die erforder- 
lichen drei Bestimmungsstücke, d. i. beispielsweise drei Punkte der- 
selben oder ein Punkt und ein Pol der Seillinie im Krafteck ge- 
geben oder bestimmt worden sind. Handelt es sich um ein als 
Dreigelenkbogen angeordnetes Gewölbe, so kann die Drucklinie 
durch die drei Achspunkte der Gelenke ohne weiteres in bekannter 
Weise gezeichnet werden. 

Kommt ein beiderseits eingespanntes Gewölbe in Frage, so 
kann man für eine beliebige Bogenform mit Hülfe des unter VI 
entwickelten graphisch -rechnerischen Verfahrens, oder für flach 
parabolische Bogenform unter Benutzung der analytischen An- 
näherungsregeln S. 144 Gl. 20—22 die statisch unbestimmten 
Stützwerte H, A und Ma oder den ihnen gleichwertigen Gesamt- 
stützwiderstand Ha in einer der Widerlagsftigen ermitteln. Durch 
Eichtung und Gröfse des letzteren ist denn auch der entsprechende 
änfsere Polstrahl und damit der Pol im Krafteck bekannt und 
durch den Angriffspunkt von Wa kann die Drucklinie gezeichnet 
werden. 

Die Ermittelung von H, A und Ma gestaltet sich in ihrem 
allgemeinen Gange wie folgt: Nach Zeichnung der Seillinien I bis 
V (Fig. 56) werden mit Hülfe der Gl. 16—18 S. 142 die Einflufs- 
linien iür IT, A und Ma bestimmt, wozu bei flach parabolischen 
Bogenformen auch die Gl. 20—22 S. 144 benutzt werden können. 
^i/i 'i]A und r\ii^ seien die Einflufsordinaten der statisch unbestimmten 
Stützwerte und das Belastungsgesetz des Gewölbes sei durch die 
Gleichung z ^f{x) oder durch die innere Leibungslinie des Gewölbes 
und seine obere Belastungslinie gegeben. Auf ein Bogenelement 
von der Grundrifslänge dx entfällt dann eine Last e'dx^f{x)dx 
und diese liefert zu den Stützwerten die Beiträge 

dII=rjH'Z'dx^ dA = r]A'2'dx und dMa=='^lMa'2'dx. 
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Im ganzen entstehen die Stützwerte 

H=YiH'^'dx, A^yiA'Z'dx und Ma=y]Ma^'dx, 

Die Einflufsordinaten rjH^ 7;^ und 7}Ma l^^n luan als anbenannte 
Yerbältniszahlen ansehen, während die Belastungshöhen z L&ngen 
sind. Die vorstehenden Integralwerte drücken daher Flächen ans, 
welche ans den Einfinrsflächen oder aus der Belastungsfläche ent- 
stehen, wenn man die Ordinaten der ersteren mit denen der letzteren, 

oder umgekehrt, multipliziert. Das kann in der Form ^ leicht 

auch auf dem Wege geometrischer Konstruktion geschehen. 

Die Inhaltsbestimmung der entstehenden Flächen (graphische 
Integration) würde mit Hülfe des Planimeters, der Simpson*schen 
Begel, des Summenecks'*') usw. erfolgen können. 

In der hier angedeuteten Weise kann für ein Gewölbe von 
beliebiger Form und beliebiger lotrechter Belastungsart die wirk- 
liche Drucklinie mit einer für die Anwendung hinreichenden Ge- 
nauigkeit ermittelt werden. Das Verfahren ist indes umständlich 
und in den zahlreichen Fällen der Anwendung, in denen es sich 
um Gewölbe von kleinerem Pfeilverhältnis handelt, kann man 
folgenden einfacheren . Weg einschlagen: 

Kommt ein Gewölbe mit unveränderlicher Belastung in Frage 
und ist es als Druckliniengewölbe für diese Belastung geformt, so 
kommt es nur darauf an, die Strecken ta^ U und c zu ermitteln, 
um welche die wirkliche Drucklinie infolge der elastischen Ver- 
kürzung der Bogenmittellinie sich gegen diese in den Kämpfer- 
lotrechten senkt bezw. im Scheitel hebt Für gleichmäfsig verteilte 
Belastung eines symmetrischen Druckliniengewölbes in seiner wage- 
rechten Projektion ist dessen Mittellinie eine Parabel und bei überall 
gleicher Wölbstärke liegt nach Gl. 6 S. 155 und Q\ 16 S. 152 
der Druckmittelpunkt in der Scheitelfuge um 

1) c^4 

Aber, in den Eämpferlotrechten am das doppelte 'Mafs 
2) t„ = U = ~f-^ 



*) Vergl. Mügge, Beiträge zur zeichnerischen Lösung technischer 
Kechnungsaufgaben, Hannover 1906. 
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ooter der BogenmttteUinie, Syaunetrie Torusgesetxt, womit drei 
Pankte der wirUichen Dracklime und diese selbst bekannt ist Ist 



d die überall gleiche Stärke, so ist /=— c/^-1, also 

45 ^ ^Ib d^ 
^"" 4*12-/* 16 n' 

woAr man mnd setzen kann 

Dann wird nach Gl. 1 nnd 2 

2 d^ 

Bei veränderlicher Gewölbestärke ist for cZ die mittlere Stärke 
einznfägen. 

Weicht bei einem Dmckliniengewölbe ron nicht zu grofier 
Pfeilhöhe die Mittellinie nicht zu sehr von einer Parabel ab, so 
kann man, anch wenn die Belastnngsart, f&r welche die Form des 
Gewölbes als Dmckliniengewölbe ermittelt war, keine gleichmäfsig 
verteilte ist, die Yerschiebnng der wirklichen Drucklinie gegen die 
Mittellinie mit praktisch hinreichender Genauigkeit nach den 
Gleichungen 4 und 5 ermitteln. 

Kommt neben der der Formbestimmung des Gewölbes als 
Druckliniengewölbe zu Grunde gelegten Belastung noch bew^liche 
Last vor, für deren ungünstigste Stellung die Drucklinie zu er- 
mitteln ist, oder handelt es sich überhaupt nicht um ein Dmck- 
liniengewölbe für einen wirklich eintretenden Belastungszustand, 
sondern um ein beliebiges und beliebig belastetes Gewölbe, so ftllt 
auch in dem starr angenommenen Gewölbe die Dmcklinie nicht 
mit der Gewölbemittellinie zusammen und der vorbezeichnete Weg 
zur Ermittelung der wirklichen Drncklinie ist dann nicht ohne 
weiteres gangbar. Man kann dann zwar immer auf dem S. 184/85 
angedeuteten Wege zum Ziele gelangen; einfacher aber und in den 
zahlreichen Fällen der Anwendung, in denen es sich um Gewölbe 
von nicht zu grofsen Pfeilhöhen handelt, genau genug, gestaltet sich 
die Lösung der Angabe unter Benutzung eines von Dr. Winkler 
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bewiesenen Satzes über die Lage der Drucklinie in einem starr 
angenommenen Gewölbe.*) 

Nach Winkler gilt, wenn man die Verkürzung der Gewölbe- 
mittellinie durch die Normalkraft N aufser Acht läfst und den 
Gew Gibequerschnitt als konstant annimmt, ier Satz: 

Von allen in einem Gewölbe von gegebener Be- 
lastnngsart statisch möglichen Drucklinien ist die* 
jenige die wirklich richtige, welche sioh der Mittel- 
linie des Gewölbes durchschnittlich am meisten 
nähert. Hierin ist das Wort „ durchschnittlich'' im Sinne der 
Methode der kleinsten Quadrate zu verstehen und der Begriff 
statisch mögliche Drucklinie wie folgt zu deuten: Durch die 
Spannungs- oder Druckmittelpunkte in drei Gewölbequerschnitten, 
etwa in den beiden Widerlagsfugen und in der Scheitelfuge, ist die 
der herrschenden Belastungsart entsprechende wirkliche Drucklinie 
festgelegt. Denkt man sich jene drei Fugen je etwa durch Ein- 
fügung eines Gelenkes an beliebiger Stelle innerhalb der Fuge so 
gestaltet, dafs der Druckmittelpunkt an diese Stelle zu liegen 
kommt, der Druckübergang hier erfolgen mufs, so erscheint dadurch 
die Drucklinie willkürlich festgelegt, sie wird dadurch in eine be- 
stimmte Form und Lage gezwängt und kann darin leicht gezeichnet 
werden. Jede derart durch drei beliebige Punkte etwa in den 
beiden Widerlagsftigen und in der Scheitelfuge zu der gegebenen 
Belastung gezeichnete Drucklinie ist also eine „statisch mögliche''. 

Der Beweis dieses Satzes wird am besten indirekt geführt: 
wir nehmen den Satz als richtig an und beweisen, dafs seine 
Anwendung allgemein zu einer bereits 
bekannten Wahrheit führt. AB sei Fig. 76. 
die Mittellinie des Bogens mit den 
Koordinaten a? und y, AiB^ die Druck- 
linie desselben mit den Koordinaten ^ ^f/ " ^^b 

und y'. Dann ist der lotrechte Abstand 4^^^ 
beider y'—y; soll also die Summe der 

Quadrate der Abweichungen möglichst klein sein, so kann dies ge- 
schrieben werden: 
1) S(y'—yy^^=^'S ein Minimum. 

*) Dr. E. Winkler, Beiträge zur Theorie der Bogenträger ; Zeitschrift 
des Architekten- u. Ing. -Vereins zu Hannover 1879 S. 210. 



A« «kr GrvadgfeiefcQag^ der DmdtlirifiB -t^ = -^ c^EiM 
tkfa 000 dorefa zweimalige loiegntm 

fr 



Oleiehosg «mfiüst alle in dem gtgAeam BdastmigsEdle 
ttaAhcb in^/glidieo Dinddioien. Dat Glied / > ist Dor ron der 
gegebeoeo Belaetoogeart abhSogig, daher ein bestinunter Wert; 
dagegeo liod /i ood ^ statiseli oobestimmte Integratioos-Koostaiiteii, 
die iroo der Lage der Dnid[linie im Gewölbe abhängen, 17 ein 
ebeo&lls statiMh nidit bestimmbarer Seitenschnb. Der lotrechte 
Abstaod 

ist daher als eine Funktion der anbestimmten Gröten B^ A ond 
// za betrachten. Die Bedingnng S^^Siv—vY^^ ^^ Minimum 
verlangt hiernach das Null werden der 3 teilweisen Abgeleiteten, 

*'•'•• dir''-' yÄ=^' jH=^- 

Nach Ol 1 ond 3 wird aber 

(well nach Ol. 3 ^^'fe- = 1) . mitbin 

Kbenso wird |^^ = 2.r(y'-3/)^fc^d« = 2.f (y-3/).rd«, also 

f)) j-(y'— .v)^rf>'=0. 

Schlieftlioh ist 

oder, wenn man /(.r) aus 61. 2 berechnet, 

Weil nun die letzten beiden Glieder nach Gl. 4 und 5 verschwinden, 
10 wird jXy— i/)yrfj»«=0. Soll aber, wie angenommen, die 
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Dracklinie sich der Mittellinie möglichst nähern, so kann man in 
dem letzten Ausdrucke annähernd y' mit y vertauschen und erhält 
dann die dritte Bedingung 

Die Dmcklinie Ai ü (Fig. 77) gibt an irgend einer Schnittstelle 
durch ihre Tangente die Lage und Eichtung der inneren Spannkraft 
an, die also bei U angreifen mufs und in H 
und Q zerlegt werden kann. Demnach ist p. ^^ 

7) M=^H^ljP=H{y'-y) ^^^l^y'^y 

das Biegungsmoment in Bezug auf den Schwer- 
punkt P der Schnittfläche und | 



8) y'-y^w '''*/ 

Die Gl. 4, 5 und 6 bedeuten hiernach: 

|^e£Ä = 0; \—xd8^0\ \^—yd8=^0\ oder 

SMd8 = 0\ /J/^^Ä^O; S^yd8-=^0. 

Ersetzt man in diesen letzten drei Oleichnngen das Biegungs- 
moment M durch die Werte von Jf« bezw. M^^ der Gl. 1 und la 
S. 137/ so unterscheiden sich die entstehenden Gleichungen von 
den Gl. 7 — 9 S. 138 nur durch das die elastische Verkürzung der 




Bogenmittellinie ausdrückende Glied H-l— der Gl. 7. Bei der 

hier geschehenen Aufserachüassung jener Verkürzung des Bogens 
findet also volle Übereinstimmung der Ergebnisse nach dem 
Winkler^schen und dem auf S. 21 bewiesenen Gastigliano^schen 
Satze statt, womit die Richtigkeit auch des ersteren erwiesen isf*") 

Man bestimmt also zunächst eine sich der GewGlbemittellinie 
tunlichst anschmiegende statisch mögliche Drucklinie zu der ge- 
gebenen Belastung. Das kann, wenn das Belastungsgesetz z=f{a;) 
bekannt ist, in der auf S. 166 u. f. dargelegten Weise analytisch ge- 
schehen, wird aber meist einfacher und genau genug zeichnerisch 
ausgefQhrt, indem man zunächst durch die Mitte der Kämpfer- und 



*) Dafs es sich nur nm ein Minimum, nicht aher um ein Maximum der 
Abweichung beider Linien voneinander handeln kann, ist ohne weiteres 
ersichtlich. 
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Scheitelfoge erstmalig eine Seillinie zeiebnet aod diese dnrch andei^ 
weite versuchsweise AoDahme dreier Punkte jener Fngeo ao Ter- 
sehiebt und abändert, dafs ein tiuilichstes Anscbmiegen an die 
Mittellinie za Stande kommt, was nach Aogenmais oder ndtigenialls 
durch eine fiberschlägliche Rechnung praktisch genau genug be- 
urteilt werden kann. 

Die so unter der Annahme völliger Starrheit des Gewölbes 
gefundene ^ideelle*" Drucklinie verschiebt sich noch infolge der 
elastischen Verkürzung der Bogenlinie um Strecken ^«t U luid c 
in den Kämpfern und im Scheitel Für Gewölbe mit nicht zu 
grolsem PfeilverhiUtnis und annähernd parabolischer Form kann 
man auch mit fUr die Anwendung hinreichender Annäherung c, 
ta und t^ noch 61. 4 und 5 berechnen. 

Damit sind dann wieder drei Punkte der wirklichen Drucklinie 
bekannt und dieselbe kann gezeichnet werden. 

Die Zeichnimg einer Seillinie durch drei Punkte wird hier zwar als be- 
kannt voransgesetzt, es soll indes noch knrz angedeutet werden, wie sich 
dieselbe in ihrer Anwendung auf die Drucklinie eines Gewölbes zweckmäfsig 
gestalten läfst. 

Bei einem symmetrischen und symmetrisch belasteten Gewölbe kann die 
Spannkraft in der Symmetrieebene (Scheitelfuge) nach dem Gesetz der 
Wechselwirkung nur eine wagerechte Druckkraft 
H sein. Ist diese Kraft nach Lage und Grörse Fig. 7S. 

bekannt, bezw. schon ermittelt, so kann die 
Drucklinie in der ans Fig. 78 ersichtlichen Weise 
f&r eine Gewölbehälfte gezeichnet werden. Man 
teilt die Gewölbehälfte, deren Länge recht- 
winklig zur Bildebene gleich 1 angenommen 
werden möge, durch radial gerichtete Fugen in 
eine Anzahl gleicher Teile (Gewölbsteine), stellt 
die auf diese entfallende Belastung (Über- 
raauerung, ITberschüttung, Verkehrslast u. dgl.) 
durch Körper Ton gleicher Dichte wie das Ge- 
wölbe dar und vereinige das Gewicht eines jeden 

Gewölbsteines mit der von ihm zu tragenden Last zu den Kräften Pj, P,, 
P,, 2\ usw. Diese in eine lotrechte Strecke zusammengetragen, bilden das 
Krafteck, und da der erste Polstrahl wie die erste Seilecksseite wagerecht sind 
und die Polweite gleich H sein mufs, so ist auch der Pol damit bekannt 
und das Seileck kann gezeichnet werden. Die Drucklinie tangiert die Seiten 
desselben in den Fugenschnittpunkten. Die Polstrahlen Dj, D^, D, und W 
ergeben die Druckkräfte in den Fugen bezw. den Widerlagerdruck. Der 
Schnitt])nnkt Ä des letzteren mit der Kämpferfuge ist durch Zeichnung des 
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Seilecks bekannt geworden. Ist nicht die wagerechte Scheitelkraft H nach 
Lage und Gröfse, sondern nur deren Angrifispunkt C und der Druckmittel- 
punkt A in der Kämpferfuge bekannt, so ver- 
fährt man» wie Fig. 79 zeigt. Durch Zeichnung 
eines Seilecks CAi mit vorweg beliebig ange- 
nommener Polweite H^ und Pol Oj erhält man 
zunächst die Lage der Mittelkraft SP aller 
Lasten. Durch deren Schnittpunkt Q mit der 
wagerechten Bichtungslinie von H roufs dann 
auch der in A angreifende Kämpferwiderstand 
W gerichtet sein. Zieht man daher im Kraft- 
eck durch den unteren Endpunkt der die IP 
darstellenden Strecke eine Parallele zu AQ, so 
findet man im Schnittpunkte dieser mit der Wagerechten durch den oberen 
Endpunkt jener Strecke den Pol der wirklichen Drucklinie, die nun ge- 
eichnet werden kann. pj« gQ 

Ist das Gewölbe nicht 
symmetrisch (Fig. 80 a), so ist 
auch der Scheiteldruck nicht 
wagerecht. Man kann dann 
seine wagerechte und lotrechte 
Seitenkrafb H bezw. V mit 
Hülfe der Momentengleichungen 
in Bezug auf die Kämpfer- 
punkte A und B bestimmen. 
Trägt man jetzt die Lastsumme 
IPi und SP^ für die linke und 
rechte (Tewölbehälfte im Kraft- 
eck zu einer lotrechten Strecke 
zusammen (Fig. 806), macht 
24 = jBr und 40 = F, so ist 
der Pol der wirklichen Druck- 
linie. 

Wir haben uns im vorstehenden das Gew(}lbe nach dem üblichen 
Fugenschnitte zerlegt gedacht; man erhält aber denselben Wider- 
lagerdruck TF, wenn man das Gewölbe in anderer Weise einteilt, 
weil W nur von H und dem Gesamtgewichte der Gewölbhälfte 
abhängt. Für Gewölbe von nicht sehr grofsem Pfeilverhältnis 
empfiehlt sich die Teilong des Bogens und der Überlast durch lot- 
rechte Schnitte, weil man dann die einzelnen Stücke als schmale 
Trapeze behandeln kann. Die mittleren Seiten des Seilecks ändern 
sich dadurch etwas, doch kann diese Abweichung meist unberück- 
sichtigt bleiben. 




Iif2 I^fUUr Ahi(^JhmU. KUiMiziVlt h. F-^fujkrit -?*»/• ^^ ^-rn^m^fr ^.*'»'>r. 



Fig. 81 



bt die wirklidie Dnickliiiie so geAmdeiL so kaim die Be- 
redmoDg der BandqMinniiigeD in den eimelnen Schnitten mit Hülfe 
der GL 3—6 S. 70 geseheheo. 

i) Attwendug aif BrickengewiAc. 

Die Brfickeogewölbe sind gewöhnlicli in eoldier Weise fiber- 
manert nnd fibersehfittet, dals oben dne wagereehte Begrenzong 
steht (Fig. 81). Die verschiedenen Stoffe, welche die Bedeckung 
bilden, werden mittels Yerändenmg der Höhen sämtlich anf die 
Dichtigkeit yi des Mauerwerks zorflckgefohrt. Dann ergibt sich, 
wenn man im folgenden durchweg /| als Erafteinheit 
benutzt, die Belastnogshöhe Zq im Scheitel als Sunune der 
(forläufig nach Gutdünken angenommenen) GewOlbstärke Jq ^^ 
Scheitel, der Übermauerung und der auf dieselbe Dichtigkeit zurück- 
geführten Überschüttung. (Solange die 
Oberfläche des Mauerwerks nur schwach 
geneigt ist, kann der Seiten druck der 
Überschüttung unberücksichtigt bleiben.) 
Auch nach der Zorückfübrung auf gleiche 
Dichtigkeit ist die so entstehende Be- 
lastungslinie meist noch wenig von einer 
wagerechten Geraden abweichend, so dals 
die Hagen^sche Drucklinie (S. 176) an- 
nähernd diesen Belastungsverhältnissen 

entspricht ; daher empfiehlt es sich, die Mittellinie des Brückengewölbes 
(wenigstens vorläufig) nach einer Hagen'schen Drucklinie zu formen» 
Eine Schwierigkeit besteht zunächst darin, dafs gewöhnlich Spann- 
weite l und Pfeilhöhe/ für die innere Leibung, nicht aber far 
die Mittellinie gegeben sind und dafs bei der verhältnismäfsig 
grofsen Dicke der Brückengewölbe diese beiden Linien ziemlich 
verschiedene Pfeilverhältnisse haben. Wenn man aber eine nach- 
herige zeichnerische Prüfung und etwaige Berichtigung voraussetzt, 
so kann man die Annahme machen, dafs die richtige Mittellinie 
und die zugehörige innere Leibungslinie des Gewölbes derselben 
Kurvengattung angehören und sich nur durch einen verschiedenen 
Scheitelhalbmesser r unterscheiden. Man formt daher die innere 
Leibung nach einer Hagen*schen Drucklinie und trägt die an- 
genommene Scheitelstärke d^ auf. 
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Fiele die wahre DnickliDie mit der Mittellinie zosammen, so wfirde 
der Y(}llig zentriscbe Druck einer beliebigen Fuge Fig. 82. 

D = H: cos d sein. Für überall gleiche Spannung ^ — -^ 

müfsten dann die Qewölbstärken d und d« sich ^--<t^"ll^^-^' 
ebenso verhalten wie D und J?, es mufste also y-O^ 

1) rfC08l5 = d(,, 

d. h. die lotrechte Projektion aller Fugen gleich cIq sein (Fig. 82). 

Für Brücken gewölbe bat diese Formel allerdings keine grofse 
Bedeutung, weil bei solchen die ungünstigste Stellung der Verkehrs- 
last zu der stärksten Inanspruchnahme des Gewölbes führt und 
daher auch für die Abmessungen des Qewölbes mafigebend sein 
mufs; man kann sie höchstens als einen yorläufigen Anhalt benutzen, 
gehe aber mit did^ nicht über 2 hinaus. 

Hiermit steht dann auch die äufsere Leibung zunächst fest, und 
nach Anbringung der Übermauerung und Überschüttung kann nun 
die zeichnerische Prüfung erfolgen. Man lege durch die Mitten 
Yon Scheitel- und Eämpferfuge ein Seileck und ändere die Mittellinie 
des Oewölbes nötigenfalls so, dafs sie sich dem Seileck gut anschmiegt, 
oder besser noch mit ihm zusammenfällt Sodann berechnet man 
nach GL 3 und 4 (S. 186) c und c, wobei man die mittlere Gewölb- 
stärke berücksichtigt, und verlegt die Angriffspunkte von H im 
Scheitel und am Kämpfer wieder um e nach oben bezw. um 2 c nach 
unten. Hiermit steht dann der Spannungszustand des unbelasteten 
Gewölbes annähernd fest; Voraussetzung ist, dafs der betrachtete 
Gewölbbogen nicht zu grofse Pfeilhöhe hat (etwa bis /= V^ 0« 

Die bewegliche Belastung wird als gleichmäfsig verteilt 
angenommen und in Form einer Belastungs h ö h e p (mit dem Ein- 
heitsgewichte /i) eingeführt. Bedeckt sie die ganze Spannweite, so 
kann dies als eine Vergröfserung der Belastungshöhe j/q um p an- 
gesehen werden. Ohne Verkürzung der Mittellinie wäre dann der 
ganze Seitenschub nach Gl. 4 S. 167, wenn man z mit 3/0 +p 
vertauscht, Il=r(yQ+p), mit Rücksicht auf diese wird aber 

2) ^--TTT- 

Hierin bedeutet r den Krümmungshalbmesser der Drucklinie im 
Scheitel. Kann man denselben nicht einer Zeichnung entnehmen, 
so setze man annähernd 

3) r = ri + do, 

Keek, ElosUzitftUlelu'e. IL 13 
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wenn r^ f&r die innere Leibung gilt (Bei überall gleicher 
Gewölbstärke würde r = r^ + V2 rfo 8öi° ; wegen der Zunahme der 
Qewölbstärke nach den Kämpfern hin wird aber r gröfser.) Der 
Angriffspunkt von H liegt im Scheitel um c=^/zd^:f über der 
Mitte (Fig. 83). Die Kantenpressungen, welche im 
Scheitel bei voller Belastung entstehen, werden ^^' 
daher (S. 70 Gl. 3 u. 4) Lk_ 

wobei das obere Zeichen für die Oberkante gilt. 

Am Kämpfer bilde die Mittellinie den Neigungswinkel a mit 
der Wagerechten (Fig. 84), die Fuge annähernd denselben Winkel 
mit der Lotrechten. Der Kämpferdruck W ist in Wirklichkeit 
etwas steiler als die Mittellinie, doch ist dieser Unterschied nicht 

sehr erheblich, so dafs man annähernd ^. o« 

' Fisr. 84. 

TF=jS:C0sa 

setzen kann. Der Angrif^punkt Äi von W liegt 
um ta=2c unter A, liefert also das Moment 
Ma'=W'2cco8a = H'2c. Ist nun (ii die Gewölb- 
stärke am Kämpfer, so ergeben sich die Kanten- 
pressungen daselbst bei voller Belastung zu 

H ^ö'H'2c Hl 1 ^12f 
' d^COSa J\ rfi Vcosa dl 

wobei das untere Zeichen für die ünterkante gilt. 

Bedeckt die bewegliche Belastung nur einen Teil der Spann- 
weite, so wird die Drucklinie unsymmetrisch, und es ist wie schon 
erwähnt, für ein BrQckengewölbe wünschenswert, dafs der Spannungs- 
mittelpnnkt in keiner Fuge aus dem Kerne, dem mittleren Drittel, 
heraustrete, dals also auch die unsymmetrische Drucklinie in 
dem symmetrischen Kernbogen (welcher die mittleren Dn**?^ 
aller Fugen umfafst) verbleibe. '^ 'i#4ii 

Nach dem Winkler'schen Satze würde (ohne den Einfluft der 
Verkürzung, welche die Drucklinien steiler macht) auch bei un- 
symmetrischer Belastung die Drucklinie sich der Mittellinie möglichst 
anschmiegen. Läfst sich daher für jede Belastungsart eine statisch 
mögliche Drucklinie nachweisen, die ganz im Kembogen bleibt, so 
ist ein öfflien der Fugen nicht zu befürchten. In Bezug auf 
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letzteren Umstand ist mithin diejenige Belastung (nahezu) die un- 
günstigste, welche möglichst unsymmetrische Drucklinien erzeugt, 
und dieses findet genau genug statt, wenn die bewegliche Be- 
lastung die eine Hälfte der Spannweite bedeckt Diese 
einseitige Belastung ist 
deshalb neben der vollen 
Belastung noch in Betracht 
zu ziehen. (Fig. 85.) 

Für die Berechnung der 
Spannungen, welche diesem 
Zustande entsprechen, können 
wiederum annäherungsweise 
die für den parabolischen Bogen- 
träger entwickelten Formeln 

benutzt werden. Zunächst ergibt sich nach S. 152 — 154, dafs an 
den Kämpfern die gröfsten Momente vorkommen, zu deren Be- 
rechnung die QI. 19 und 20 (S. 152) dienen können. In diesen 
Gleichungen beziehen sich l und / auf die parabolische Mittellinie 
des Bogenträgers. Für diese ist der Krümmungshalbmesser im 
Scheitel P : 8/, und es empfiehlt sich, für die hier vorliegende Aufgabe 

P 
Kj=r oder P=8fr 

zu setzen, wenn r den Krümmungshalbmesser der Mittellinie des 
Gewölbes im Scheitel bedeutet; ff ist hier mit t/Q zu vertauschen. 
Nach GL 17, 19 und 20 (S. 152) wird dann 



6) 

V 

8) 






und nach Gl. 8 S. 155 

9) M^^H,c=^'lzHJ^. 

Zieht man durch A und B Lotrechte, so geht die Drucklinie 
durch die Punkte Ai bezw. Bx derselben, und für die Abstände 
AAx=^ta und BBx = tö gilt 



10) 



^« = 



M^ 
H, 



h=^ 






13* 
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In der Scheitelfnge bleibt der Spannungsmittelpmikt Q in der- 
selben Höhe: 

über der Mitte wie im unbelasteten nnd yollbelasteten Zustande; 
die Scheitelfuge wird daher bei Yoller Belastung die 
stärkste Spannung erfahren, weil dann der Schub H am 
grOisten ist. 

Bei einseitiger Belastung werden die Eantenpressungen im 
Scheitel 

am E&mpfer der belasteten Hälfte, wenn man wieder annähernd 
>r=^iseca einführt: 

^ cosadi d? 

und am Kämpfer der unbelasteten Hälfte 



H, _6if| 



b 



' cos OL dl a[ 

wobei sich die oberen Zeichen auf die Oberkante beziehen, und 
umgekehrt 

Am Kämpfer der belasteten Seite treten die gröfsten Biegungs- 
momente auf. Stellt man die Bedingung, dafs hier die kleinste 
Druckspannung Null werde, so mufs 

^i _6^==0 oder 



COS a c^i (i? 

-ex , 6Jfa'C0sa 

15) rfi = = sem. 

Der Umstand, dafs die Belastung der einen Hälfte mit Ver- 
kehrslast als ungünstigster Fall für das Qewölbe anzusehen ist, weist 
darauf hin, dafs man die Mittellinie des Gewölbes (mithin 
auch die innere Leibung) zweckmäfsig nicht nach einer Drucklinie 
far das unbelastete Gewölbe formt, sondern besser nach einer 
solchen (yergl. S. 165 unten), welche einer Belastung der ganzen 
Spannweite mit ^p, d.h. mit der Hälfte der beweg- 
lichen Last, entspricht. Aus dieser symmetrischen Belastung 
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kann man sich nämlich die einseitige Belastmig der Fig. 85 dadurch 
entstanden denken, dafs (Fig. 86) auf der linken Hälfte eine positive 
(abwärts gerichtete) Last Hp^ auf der rechten Seite aber eine 
aufwärts gerichtete, negative Last 
H p hinzugekommen ist. Hierdurch Fig. 86. 

erfährt der Seitenschub H keine j^{|4^ft ffif tT] 1 1 r 
Änderung, die Drucklinie aber ver- r^ [iü- 
schiebt sich an zwei symmetrisch ge- 
legenen Punkten um gleich viel, nämlich 
auf der belasteten Seite nach oben, auf 

der entlasteten nach unten. Die stärksten Abweichungen der Druck- 
linie Yon der Mittellinie werden also möglichst gering, wenn die 
Mittellinie einer Scheitelbelastung yo+V^p entspricht. 

Legt man durch die drei Punkte, welche mittels der 61. 10 and 11 
gegeben sind, ein Seileck für den Zustand der einseitigen Belastung, so ist 
dieses wiederum als die Dmcklinie aninsehen. Man prüfe dann zunächst, ob 
die Drucklinie irgendwo ans dem Eembogen tritt und vergröfsere darnach 
nötigenfalls die Gewölbst&rke. Das zur Zeichnung des Seilecks erforderliehe 
Krafteck gibt auch die Kräfte H^ und W^ genauer als die vorstehend be- 
nutzten Formeln. 

Beispiel: Das Gewölbe einer Eisenbahnbrücke habe {=10™ Spannweite 
and f=S^/»^ Pfeilhöhe; die Scheltelstärke soll einstwellen zu (2o = 0,6™ an- 
genommen werden. Übermauerung (von der Dichtigkeit 7^1=: 2000) und Über- 
schüttung (von der Dichtigkeit ;^==1600) seien so bemessen, dafis die ganze, 
auf Mauerwerk von der Dichtigkeit ^'1=2000 zurückgeführte Belastungshöhe 
im Scheitel 1,4™ betrage. Die bewegliche Belastung soll zu p=z\m ange- 
nommen werden (Fig. 87). 

Auf Grund des vorstehenden wird die innere Leibung zunächst nach 
einer Hagen'schen Drucklinie mit yo = ^s^ ™ ~h '/* - 1 ™= li^ ™ Scheitelbelastung 
geformt; die Koordinaten dieser Linie sind schon auf S. 179 berechnet, wobei 
dch ri=4J2in ergab. Für die Mittellinie gilt dann nach Gl. 3 (S. 193) an- 
nähernd r=ri-}-(io= 4,72 -1-0,6== 5,32 b. Die Pfeilhöhe der Mittellinie ist 
nahezn gleich derjenigen der inneren Leibung. Für den Neigungswinkel der 
Mittellinie am Kämpfer gilt nach S. 176: 

^y /n~yo V^o V^nyö 

wobei ^0=1«^"^ zu setzen ist, 

, . j 2-3V8»1,9-H1V9 ^ ^. 

^^" *«^= — 5;32:i;9 — =^'^^' 

8ec'a=3,35, S6caa=l,83. 
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Die Gewölbrtärke am Eimpfer wird dmi Torliofig nach GL 1 (S. 192 
i2,= 1,83 0,6 =1,098, woftr rnnd d^=\^ gewählt ist ffiernach kann ab 
mittlere StMe <I=0,8b gesetzt werden und man erbllt nach GL 1 und 2 
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. Für volle Belaatung wird nach Gl. 2—5 (S. 193) 

5,32.2,4^ ,^ 

1.058 ' 

Dann sind die Kantenpressnngen im Scheitel: 

_ 12,07 / 6 - 0,064 \ _ (32,99 « = 6,6 »t 
""^ 0,6 \ - 0,6 y""i 7,24 m= 1,5 »t, 
diejenigen am Kämpfer: 

12,07 /, .,_12.0,064\ fl2,82in=:2,6»t 
^="T"V'^^+~~1 J~l3l,36in=6,3at, 
wobei die oberen Werte die Spannungen in der Oberkante, die unteren diejenigen 
in der Unterkante ausdrücken. 

Für einseitige Belastung links gilt nach Gl. 6—15 (S. 195): 
„ 5,32-1,9 ^^. ^ 

^^=-Tö5f-=^''^^'"^' 

-afa=-(y.l.y.5,32+|-9,55~. 0,058) 

= — (2,217 + 1,281) = — 3,448, 
3fft= + 2,217 — 1,231 = + 0,986 , 
*«= — 0,354"», fft= + 0,109 m, c= + 0,064™. 

Die Eantenpressungen im Scheitel sind dann 

_9,55/ 6-0,064 \_r26,10m=5,2>t 

''"" 0,6 \ - 0,6 r 1 5,73m = l,lat, 

die Kantenpressungen am belasteten Kämpfer: 

f — 3 21"»= — 0,6»* 
*= 9,55 . 1,83 + 6 . 3,448 = 17,477 + 20,688 = j_^ 3 JJ} ^_ ^ ;|g ,, 

Sollte die ganze Kämpferfuge Druckspannung erhalten, so roüfste 

(«1 = 20,688:17,477 = 1,18» 
gemacht werden. 

Etwas genauere Werte ergeben sich, wenn man die Zeichnung zu Hülfe 
nimmt. Diese liefert r=5,55m; auch zeigt sich die Pfeilhöhe der Mittellinie 
etwas gröfser, nämlich /■, = 3,4m (statt 3^/z). 

Zeichnet man dann ein Seileck zu der symmetrischen, vollen Belastung, 
welches im Scheitel um 0.064 >" oberhalb (Punkt (7,), am Kämpfer um 
2 -0,064 = 0,128m unterhalb der Mittellinie (auf der Lotrechten durch die 
Mitte der Kämpferfuge gemessen) liegt (Punkt A{)y so kann mau aus dem 
zugehörigen Krafteck (Pol 0^ in Fig. 87) JT=ll,6cbm und Tr= 23,45 cbm 

abmessen. Daraus entsteht am Scheitel 

. 6- 0,06 j \^ (31,70°! = 6,3 »t 

- 0,6 / l 6,96m=l,4«t, 

am Kämpfer 

fl4 55 m = 2.91»* 
.=23,45+12.11,6. 0,064 = j;5;^^„Jf^;., 

Die Abweichungen von der ersten Berechnung sind unerheblich. 

Schliefelich zeichne man ein Seileck far die einseitige Belastung 
durch die 3 Punkte A^, C^ und J?^; darin ist C^ ein Punkt der Scheitelfuge, 
welcher um 0,064 m über der Mitte liegt, A^ ein Punkt, der um AA.2=tf^=0^'^&i « 



0,6 V 
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unterhalb der Mitte des belasteten Kämpfers, B^ ein solcher, der nm 
££j = ^ t^= 0,103 m oberhalb der Mitte des unbelasteten Kämpfers liegt. 
Aus dem zugehörigen Krafteck (Pol 0) sind dann jBi = 9,5 und TFi=21,6 
abzumessen. Danach ist im Scheite] 

^'^n+^ßl^ (25,97» = 5,2 *t 

femer wird Jf« = — (4" * 1 * 3,4 • 5,55 + y • 9,5 • 3,4 ■ 0,058 ) = — 3,608 . daher 

am Kämpfer 

^-21,6 + 6. 3,608-j_^^32^^__^g^g^^ 

Die Kämpferstärke müfste 

dl =21,648: 21,6 = 1,002« 

betra^^en, wenn die ganze Fuge gedrückt werden sollte; das ursprunglich ge- 
wählte Mafs c{i = ],0m genügt also. 

Aus diesem Seileck erkennt man auch noch, dafls auf der belasteten 
Seite, u. zw. in etwa V/* Meter Abstand von der Mitte, die Drucklinie um 
etwa 0,016 m aus dem Kernbogen nach oben hinaus rückt. Die Gewölbstärke 
beträgt an dieser Stelle etwa 0,63 1», die halbe Kemstärke demnach 0,105™. 
Der Fugendruck hat hier den Wert 10 mit einem Momente Jlf=l,21. Die 
Kantenpressungen werden also 



^ 10 . 6-1,21 ^f 34,2in= 6,8»t 
0,63- 0,63» 1—2,4«=— 0,5 »t. 



Soll auch diese Fuge in der ganzen Ausdehnung Druck erfahren, so mufs die 
Gewölbstärke hier von 0,63« auf d = 6 • 1,21 : 10=0,73«, dementsprechend 
im Scheite] von 0,6« auf rund 0,70« vergröfsert werden. (Das Moment 
3f=l,21 ist erheblich kleiner als das KSmpfermoment M^ — = 3,608. Dafs es 
besondere Berücksichtigung noch erfordert, rührt davon her, dafs die Gewölb- 
stärke hier so bedeutend geringer war als am Kämpfer.) Dieses Beispiel be> 
stätigt also, dafs die Gleichung dcoa&=dQ für Brückengewölbe (vgl. S. 192) 
nur sehr beschränkten Wert hat. 

Durch Formänderungen des Lehrgerüstes, durch Temperaturänderungen 
und durch Nachgeben der Widerlager entstehen noch weitere Einwirkungen 
auf das Gewölbe, welche man Störungen nennt. Man sucht den ungünstigen 
Einflüssen derselben durch die Art der Herstellung entgegenzuwirken. 



k) Dracklinie ffir Erdbelastung. 

In den vorstehenden Untersuchungen wurden rein lotrechte 
Belastungen vorausgesetzt. Bei Gewölben gröfserer Pfoilhöhe mit 
Erdüberschüttung ist aber auch der Seitendruck der Erde zu 
berücksichtigen» und es soll im folgenden die Drucklinie für diese 
Belastungsart behandelt werden. Das Gewölbe selbst liefert für 
die Drucklinie nur eine lotrechte Belastung; doch soll auf diesMi 
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Unterschied gegenüber der Erdschüttang keine Bflcksicht genommen, 
das Gewölbe vielmehr als eine gewichtslose Kette aofgefalst werden. 
Die obere Begrenzung sei wagerecht und liege in der Höhe y^ 
über dem Scheitel (Fig. 88); dann ist, wenn wir (wie bei Hagen^s 
Drucklinie) den Punkt D zam Ursprünge 
nehmen und die Dichtigkeit y der Erde ^*^- ^^ 

zur Erafteinheit wählen, Sv^^^ ^^^ ^^d" 
gewicht, welches auf dem Stücke CP 
der Drucklinie lastet. Bezüglich der Erd- 
pressungen an den lotrechten Schnitt- 
ebenen durch C und P wird die ziemlich 
wahrscheinliche Annahme gemacht, dafs 

sie sich ebenso verhalten wie beim unbegrenzten Erdkörper im 
unteren Grenzzustande; die Pressungen sind daher nach der Lehre 
vom Erddruck wagerecht, haben die Gröfsen Hä;^^ und Vikyl 
[wo Jk=3tg^(45^— %(p)\ und greifen in den unteren Drittelspunkten 
an. In C wirkt eine Spannkraft Hy während im Punkte P die 
Kraft in X und T zerlegt ist. Es gelten dann die Gleichungen 




e/0 



ydx. 



r*x r*x 

\ydx [ydx 
tg^ = ^=^^^- ^ ^f^,^ . ^, also 

[H--'/2k(y^-yl)]^=^Gdx. 

Zur Beseitigung des Integralzeichens wird von beiden Seiten die 
Abgeleitete nach w gebildet: 

Durch geeignete Ordnung der Glieder, sowie nach Multiplikation 
mit 2kdy entsteht dann 

dyd^y 



2k 



dx dx ^ ^ — kydy 



l + i(^y S-^/2k{y^^yiy 
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Non sind auf beiden Seiten die Zählor die Differentiale der Nenner« 
80 dafs die Integration anf 

fBhrt. Znr Bestimmnng der Integrationskonstanten C bedenke man, 
dafs f&r den Scheitel 



dx 



= und y^yo, so dafs Z1==0= — 2Zfl'+C 



wird. Durch Abziehen dieser Gleichung von der vorhergehenden 
und nach Entfernung der Logarithmenzeichen ergibt sich dann 



2) 



3) 






also X= 



/ik{y' 
H 






9 y 



y>+'(sy 



Die Gleichung 2 ist in geschlossener Form nicht weiter integrierbar ; 
man kann daher die Gleichung der Drucklinie nicht entwickeln, 
wohl aber die Krümmungshalbmesser q derselben als Funktion des 
Neigungswinkels d der Kurve berechnen. 

Allgemein ist 



e = 



[^m 



'/. 






dx^' 



Ans 61. 1 ergibt sich ferner 

dx^~ X 

woraus nach 61. 3 wird: 



e= 



fl^sec^^ 



difi H 

H 



also 



H 



ij{l + ktg^dyß y(co82ö + fcsin^öf/» y[l — (1 - k)am^df/* ' 
Nennt man wieder den Erfimmongshalbmesser im Seheitel r, so 
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IT 

entsteht für i)«=0: /* = — ; es ist also wie bei der Drucklinie 
mit rein lotrechter Belastung (Ol. 4, S. 167) 

4) H^ryo- 

Durch Einführung dieses Wertes in die Gleichung f&r q erhält 

man dann 

^^ ^ y[l-(l-ib)sin2d]V 

Jetzt mnfs noch die in Gl. 5 vorkommende Gröfse t/ als Funktion 
Yon d ausgedrückt werden. Gl. 2 gibt aber, nach y aufgelöst, 
wenn man zugleich H mit r i/q vertauscht : 

ako nach Gl. 5 

6) ^ = /^^- , 

^^' [l_(l_;t)sin2ö]V.Vl + |--[l-^— i---l 

Für v = 300 igt ÄJ=V3» für 9?« 36^40' ist ifc^V^. Bei ge- 
gebenem k und bestimmtem r/y^ liefert Gl. 6 die Gröfse p/yo als 
Funktion von ^, so dafs man mittels dieser Gleichung die Drucklinie 
annäherungsweise aus kleinen Kreisbögen zusammensetzen kann. 

unter der Annahme, dafs sich die Spannkräfte gleichmäisig 
über den Querschnitt verteilen, wird die Spannung im Scheitel 
H:dQ, diejenige an beliebiger Stelle JTsec^id, wenn do und d 
die betreflFenden Gewölbstärken sind. Für gleiche Spannung mu(s 

dann ^ = ^^ werden nnd nach Gl. 3: 

V d sec ^ _ 1 

4 ~ V i +~k tg2 i? " /l — (1 — kjsisfld ' 

Bei dieser Belastung durch Erde wird die wagerechte Spannkraft 
X^H — ^/2k{y^ — yj) mit wachsendem y kleiner und ist an einer 
bestimmten Stelle gleich Null. Hier ist dann die Richtung der 
Drucklinie lotrecht, i?=90^; nennt man die Gewölbstärke an dieser 
Stelle d^j so wird nach Gl. 7 

^-4=. also für Ä: = ^:^ = 2. 
do V k 4 rto 
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Für WasserbelastuDg oder k=l geht Ol. 5 über in 

d. h. 



Fig. 89. 



e = -J^ oder ey-=ryo, 

die Erümmang nimmt proportional der Tiefe zn« während Gl. 7 

liefert d^^dQ. 

Die Drncklinie hat die Form der Fig. 89.*) 

Ist die Tiefe ^o ^^ Scheitels anter dem 
Wasserspiegel sehr grofs gegen die Höhen- 
erstreckong der Dmcklinie, so kann y=yo ^' 
gesehen werden, und es wird dann ^=r, die 
Drncklinie also ein Kreis. 

Annähenuigs-Gleichang der Drackllnie fiir 
Erdbelastnng, nach L. Dyrfsen.'*''*') Die Momenten- 
gleichung führt unmittelbar zur Oleichung der Drucklinie, wenn 
man sich entschliefst, das Gewicht des ErdkOrpers CPQ (Fig. 90) 
so in die Bechnung einzuführen, als wäre der Bogen CP eine 
Parabel Zählt man die Koordinaten vom Scheitel C aus, so ist 
die Fläche des Parabeldreiecks 

mit dem Schwerpunktsabstande ^/4X von P. Nennt man die 
Scheitelüberschüttung zq^ so gilt nach der Figur in Bezug auf P 

.2 




1) 



^y = ß[(-o-^y)^— '2S(^o + 3y)] + ^y- + ga;y|, also wird 
^^_ Hy-yekyH3zo + y) ^ 2y[6H-ky(3z^ + l 



Fig. 90. 



Sind für einen bestimmten Punkt x=y2l und y =/ gegeben, so 
ergibt sich daraus 

Beispiel: FürÄ; = V*; ? = 10"; /"=7,5m; 
Zo=zlO^ wird lf= 30,496 und 

_^ y [365,628 ~V«y (30 4- y)] 
60 + y 
Damit erhält man folgende Koordinaten 
y = 0,5 1 2 3 4 5 6 7 8 
aj=l,72 2,40 3,28 3,88 4,31 4,62 4,84 4,97 5,01. 

*) VergL A. Ritter, Lehrbach der Ingenieor-Mechanik, 1. Anfl., S. 376. 
**) Profllformen and Abmessangen von Bauwerken in höheren Dämmen, 
Yon L. Dyrfsen; Zeitschrift fQr Bauwesen, 1884, S. 457. 
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Dracklinie Ar Erdbelastang bei sehr grofser Uberschüttaiigs- 
Mhe. Ist zq sehr grofi gegenflber der Höhenausdehnnng der 
DmckUnie, so kann für die Ermittelung der Last und des Seiten- 
druckes die Tiefe z eines Punktes gleich zq gesetzt werden. Dann 
ist der lotrechte Druck auf eine wagerechte Ebene g^z^^ der 
wagerechte Druck auf eine lotrechte Ebene p^^Jczq. unter Ver- 
nachlässigung des Gewichts des Erdkörpers CPQ (Fig. 91) lautet 
dann die Momentengleichung in Bezug auf P: Fi 91 

1) Hy=^^l2qar^+^hpy^. i^. 

Ferner ist -.ö.__-l,,_^--^ ^ 

2) X^H-py, ^ 

3) T=^qx und 

4) dy^_qx__ , 

dx H — py' I 

Die Drucklinie steht lotrecht ftr dy:dx = oo , ^ 

d. h. fttr JET— |>y = 0. Der hieraus folgende Wert von y werde 
a genannt, so dafs 

5) H=pa. 

Setzt man dies in Gl. 1 ein, so ergibt sich 

2pay^qx'^+py^.-. 

Dies ist die Scheitelgleichung einer Ellipse. Vertauscht man 
nämlich y mit a — y\ so entsteht 

Die wagerechte Halbachse ist 

7) h^aVplq=^aVk, 

Für ^ = 6 (im Punkte Ä) muä X= sein ; zugleich ist (nach 
Gl. 3) Y=qh\ dies stellt die gesamte Spannkraft im Punkte A 
dar. Die Spannkräfte bei A und G haben also das Verhältnis 
qhiHj oder (nach Gl. 5) 

qh\pa'=^qaV k:qka^^\:V k. 

Für die Gewölbstärken bei A und C bekommt man also wieder 

di:dQ = l:V k. 

Für k = V^ ist der Seitendruck p ein Viertel des lotrechten Druckes, 
das Achsenverhältnis der Ellipse a:b = 2 und di:dQ = 2. 
Für Wasser ist ^=1, also p='qy a^h und d^^d^. 
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VIII. Besondere Formen des Vollwandträgers auf zwei 

Stutzen. 

a) ImmtTt Krifte eiies THgen wut lickt pmUda Gvteagw. 

Unter einem ^Yollwandtrager*' soll in folgendem ein solcher 
mit im allgemeinen x-fdrmigoi Qaerschnitt, d. h. ein Triger mit 
yeiMltnismftlsig dfinner, oben nnd unten dorch eine Gnrtong ab- 
geschlossener Wand yerstanden werden. 

Bei einem derartigen Träger mit parallelen Gnrtnngen bilden 
die Normalspannkräfte in einem Querschnitt in ihrw Gesamtheit 
ein Eräftepaar (vergl. Fig. 92). Das der Biegong 
widerstehende Spannnngsmoment wird im wesentlichen 
nor von den Gnrtnngen über deren Querschnitte 
man die Normalspannungen annähernd gleichmäisig 
yerteilt annehmen kann. y=cF ist dann die in t=>-^ 
jedem Gurtquerschnitt wirkende Normalspannkraft und, wenn die 
Schwerpunkte der Querschnitte um h voneinander abstehen, sind 
das Spannungsmoment 

M=N'h und o=N:F. 

Der Scherwiderstand T=Q wird in der Hauptsache von der Träger- 
wand geleistet und verteilt sich ziemlich gleichmftTsig über dieselbe. 
Die mittlere Scherspannung ist 



Fig. 92. 



4 



T„ = 






Kg. 93. 



wenn d die Wanddicke bezeichnet 

Sind die Gurten eines Trägers nicht parallel, haben ihre 
Mittellinien vielmehr einen veränderlichen Abstand h voneinander, 
so wirken die Gurtspannkräfte O und U (Fig. 93) 
in der Längsrichtung der Gurtungen und schliefsen 
mit der Wagerechten die Winkel oj und v ein. 
Die Verteilung der Gurtspannkräfte über die 
Gurtquerschnitte werde ebenso annähernd gleich- 
märsig vorausgesetzt, als der im Gleichgewicht 
der äufseren und inneren Kräfte von der Träger- 
wand zu leistende Scherwiderstand über die Höhe 
der Wand. 
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Fig. 94. 
Ocosto 



il 



Msmu) 






'^Psinv 



Ist nuD^ wie bisher, M die Momentsumme der äufseren Kräfte, 
bezogen auf einen Punkt des Querschnittes, Q die Grörse der 
Besultierenden aller äufseren Kräfte am links- 
seitigen Trägerstficke (Q mit der Bichtung aufwärts 
gedacht), so verlangt das Gleichgewicht (siehe 
Fig. 94): 

Ocoscü= ?7cosv, 

1) Ocos6>-Ä=l7cosv«Ä = Jlf, 

2) r=Q — (08ina> + UAnv), 
Die wagerechten Seitenkräfte der Gurten bilden 
also mit dem Hebelarme h das Widerstandsmoment 

Während beim Träger mit parallelen Gurten die Querkraft Q 
allein von der Wand aufgenommen wurde, nehmen hier die Gurten 
(durch ihre senkrechten Seitenkräfte) einen Teil der gesamten Quer- 
kraft Q au^ und nur der Best T entfällt auf den Scherwiderstand 
der Wand. 

Die Gurtkräfte O und U sind nach Gl. 1 aus dem Momente M 

unmittelbar zu berechnen, nämlich O^- , Z7 = 



ÄCOSO) ' 

Durch Einführung dieser Werte entsteht aus Gl. 2: 

Y=e--^(tgfl>+tgv). 

Ist nun (Fig. 95) dh die Zunahme der Trägerhöhe auf 
ein Längenteilchen dx^ so wird dh^ dx {ig oy + ig v)y 
mithin 

3) Y=Q-^^^ 



Acosv 
Fig. 95. 



h dx ' 



Für 



dh 
dx 



ist T^Q. 



dM 



Nach Bd. I S. 178 Gl. 1 ist die Querkraft Q = ^, folglich 

CLX 

Y = — r- 3— ; dies kann aber noch kürzer geschrieben werden. 

dx h dx 

Es ist nämlich 



2fp^ Dr^.^ A'^^Jt»"*t. Elaesi'S^'it «, F^^i^^^eii 'fnfaeft ftiriMumS^ y-^'.'f. 



m daft 



r=**U 



) 



dx 

Andeni neb mui M und 6 in g^cbem YeriiittaBR» wM Jf:A 
uufertadertiAf so wird F=0. 

Bei derjenigen Belastangsart also, bei welcher 
sieb Moment and Trägerböhe in gleiebem Yerbiltnis 
ändern, ist die Wandseberkraft gleicb XnlL 



h) Einlhdiiliiien ciBes eiifiieben Trigcn Bit lieht faraOeiei 

Gart«. 

Eiidlalsliuei Ar die Gartkrifte O aad T. Da 

M ^ M 



o = 



r= 



so sind die Einfla&linien ffir diese yon deraelbai Form wie 
jenigen fb- Jf (& Bd. I S. 158 Fig. 122), die Ordinateo sind nor 
dnreh A eos cc> bezw. & cos v zu teilen. Man trage daber am 



X 



hooscj 



bezw. 



hCMV 



auf 



Fig. 96. 



linksseitigen Auflager nicbt x, sondern 

nnd verfahre im übrigen wie frühor 
(Fig. 96 b). Diese Verhältniszahlen 
sind nach einem willkürliehen Mals- 
stabe an&azeicbnen. Bezüglich der . 
ungünstigsten Belastnngsart 
für die Ourtkräfte gilt hier- 
nach dasselbe wie für das Bie- 
gungsmomeni 

EinfloCslinie Ar die Wandscher- 
kraft T. Um Fzn finden, verlängert 
man die Richtungen der Gnrtkräfte 
O and U (Tangenten an die Mittel- 
linien der Gurten) bis zum Schnitt- 
punkte L und stellt in Bezug auf 
diesen die Momentengleichung auf; 
in dieser kommen dann O und U 
nicht vor, und Y ist die einzige Unbekannte. Daher ist die Lage 
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dieses Drehpanktes L mafsgebend^ a. zw. werde zunächst L links 
von der Spannweite« im Abstände w von A , angenommen (Fig. 96 a). 
Die Lasten P and P| bedingen den Auf lagerdmck 

and 68 wird dann 

Y{w + x)=- Aw — P{w+ ii)=^ - Pu(l + ^ + P,u^^ , 

Setzt man P^O, P| == 1, so wird die Einüais-Ordinate rechts vom 
Schnitte 

UiW 

setzt man aber P^^O, P^^l, so wird die linksseitige Einflafs- 
Ordinate 

' l w + x' 



w 
Macht man nun (Fig. 96c) AiA^^ , BiB2 = ^ ' \ zieht 



w ^ ^ w + l 

W'\- X 

A1C2B2 und B1O1A21 so bilden die Stücke A1C2 und B^Ci die 
Einflufslinie. Links vom Schnitte sind die Einflüsse negativ, rechts 
positiv. Da die Abschnitte A1J2 ^^^ ^1 ^2 ^^^^ verhalten wie 
u; zu te;+ Z, so ist ersichtlich, dafs die beiden Stücke der Einflufs- 
linie sich auf einer Senkrechten durch den Drehpunkt L schneiden 
müssen. — Schneiden die Sichtungen von O und U (Fig. 96 a) auf 
den Stützensenkrechten die Stücke a und & ab, so ist w:w + x=a:h, 
w + l:w + x=:b:h, man kann daher in Fig. 96c auch 

AiA2 = Y^ -Bi -Bj = -7- auftragen. 

Wählt man den Schnitt in der Nähe des rechtsseitigen Auf- 
lagers, so dals die Sichtungen von O and U sich rechts von der 
Spannweite schneiden, so wird a>b; die Einflufsfigur ändert sich 
dem entsprechend, doch bleiben nach wie vor die Einflüsse rechts 
vom Schnitte positiv, links negativ, so dafs der gröfste positive 
Wert der Wandscherkraft Y„a» bei einseitiger Belastung rechts 
vom Schnitte, dagegen Fm{„ bei einseitiger Belastung links vom 
Schnitte entsteht ; es gelten daher für Y dieselben Belastungsgesetze 
wie für Q^ Bd. I S. 160 u. f. 

Keck, ElMtizitftUlehre. II. 14 
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Ist aber der Träger so gestaltet, dafs die Bichtungen der 
Qurtkräfte O and U einer Schnittstelle sich innerhalb der Spann- 
weite schneiden, so ergibt sich (nach Fig. 97): 

die Einflafs - Ordinaten links und rechts 

vom Schnitte werden 

u l — w üb , 
^ -- _ = — — bezw. 



l w — a? l h 



% = 



U^ 



W 



U] a 

TX 




l w — X 

d. h. beide positiv. Um die Einflnfslinien zu erhalten, hat man 
Ai A2 = «/ä , -Bi -B2 = ^/h beide nach der positiven Seite aufzutragen 
und im übrigen zu verfahren wie früher. Ax B^ und Bi A^ schneiden 
sich wieder in L^ auf der Senkrechten durch L. Liegt der Schnitt 
näher an dem rechten Auflager, so dafs sich L links vom Schnitte 
ergibt, so findet man, dafs die Einflufs-Ordinaten durchweg negativ 
werden, dafs man »/^ und ^jh beide nach der negativen Seite auf- 
zutragen hat 

An der Schnittstelle ändert sich in allen Fällen die Gröfse der 
Einflufs-Ordinate für Y um die Lasteinheit C|(72, denn während 
sich die Lasteinheit von rechts nach links über die Schnittstelle 
hinweg bewegt, tritt sie plötzlich als neue Kraft zu d^n Kräften 
am linksseitigen Abschnitte hinzu und mufs, da sie in diesem 
Augenblicke genau mit Y zusammenfällt, diese Kraft um ihre 
eigene Gröfse entlasten, d. h. vermindern. 

Für den gewöhnlichen Fall, dafs der Schnittpunkt 
L der Gurtrichtungen aufserhalb der Spannweite liegt, 
gilt daher für die Wandscherkraft Y dasselbe Be- 
lastungsgesetz wie für die Querkraft Qx- «s entstehen 
Ymax nnd F^m bei einseitiger Belastung. Liegt aber der 
Drehpunkt L (ausnahmsweise) innerhalb der Spannweite, 
so ist F für volle Belastung zu berechnen. 



c) Parabolischer Träf^er. 

Stellt man die Bedingung, dafs bei gleichmäfsiger Belastung 
des ganzen* Trägers die Wandscherkraft F an allen Stellen ver- 
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schwinde, so mais nach Gl. 4 S. 208 die Trägerhöbe h sich in 
gleichem Verhältnisse mit dem Momente, d. h. nach parabolischem 
Gesetz ändern, weil bei dieser Belastungsart die Darstellung der 
Momente eine Parabel ist Die Gleichung für das Moment lautet: 

jtf=i/2ja?(Z — a:), mithin wird h=^^/2qx(l — x)-C. 
Ist nun t&T x=: Vs l die Trägerhöhe in der Mitte und zugleich die 
gröfste Trägerhöhe A»/iMf so wird h^^^l^ql^-C^ mithin nach 
Entfernung von G: 

1) Ä = __a,(«-(r) = A.^-j^. 

Ein nach dieser Gleichung gestalteter Träger heifst parabolischer 
Träger. Dem einen Gurte kann man beliebige Form geben, nur 
mufs die von diesem aus gemessene lotrechte Trägerhöhe dem 
Parabelgesetze (Gl. 1) folgen. Gewöhnlich macht man aber einen 
Gurt gerade, den anderen parabolisch, oder beide parabolisch, 
u. zw. mit Krümmung nach entgegengesetzten 
Seiten oder (seltener) nach derselben Seite 
(Sichelträger). 

unter Annahme einer gleichmäfsigen 
ständigen Last g und einer ebenfalls gleich- 
mäfsigen beweglichen Last ^ sollen nun die 
gröfsten Werte der Gurtkräfte und der Wand- 
scherkraft ermittelt werden. 

Die Gvrten erhalten die stärksten Spannungen 
bei YoUer Belastung mit ^ + p = ^ ; das Moment 
an einer Schnittstelle ist dann ^/2qx{l—x). Nach S. 207 bilden 
die wagerechten Seitenkräfte der Gurten Ocos6> = I7cosv, die wir 
nun H nennen wollen, mit dem Hebelarme h das Widerstands- 
moment. Daher wird 

Hh^^l^qx^l — oc); 

setzt man hier den Wert von h aus Gl. 1 S. 211 ein, so entsteht 



Fig. 98. 




2) 



H^ 



8Ä 



m 



D. h.: Bei voller Belastung hat die wagerechte Seiten- 
kraft der Gurten eines parabolischen Trägers längs 
der ganze.n Trägerlänge den gleichen Wert. Derselbe 
ist leicht zu berechnen, indem man das Moment V^ q t^ in der Mitte 
durch die Trägerhöhe K, in der Mitte teilt. 

14* 
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Die Gnrtkräfte selbst sind 

0=5^8ec6>, r^-BTsecv. 

Ist der eine Gort (beispielsweise der untere) gerade, so ist dessen 
Spannkraft überall Yon der gleichen 6r6fse H. In dem anderen 
parabolisch«! Onrte herrscht in der Mitte aach die Kraft fT, nach 
den Aaf lagern nimmt aber die Gortkraft O mit secci> zu. An den 
Enden ist (Fig. 98 a) 

tga>i = 2Ä«:V2i = -y^» mithin 8eca>j = l IH — r^— . 

Für h^=^/%l ist beispielsweise sec<üi=l^V* = lti2, d. h. die 
Gnrtkraft nimmt von der Mitte nach den Enden hin um 12 7o zn- 

Verteilt sich die PfeilhOhe gleichmärsig anf beide Garten 
(Fig. mb) so wird 



tg tüi = — p und sec cüi = 1/ 1 + 



4«. 
P 



r 



Ist daher wieder h^ = Vs 1% so wird sec ü>i = > 1 + Vic = 1»03 , 
oder die Zunahme der Gurtkraft beträgt in diesem Falle nur 3^/o. 

Die Wandscherkraft erreicht ihren grOfsten Wert 7««« bei 
einseitiger Belastung rechts vom Schnitte. Die ständige Belastung 
g der ganzen Trägerlänge bringt aber nach der Grundbedingung 
des parabolischen Trägers die Wandscherkraft F=0 hervor, so dafs 
hier nur die bewegliche Last p in Frage kommt 

Für die Lage des Drehpunktes L gilt nach Fig. 99: 
^ dh 4A 



w + x dx P Flg. 99. 

(nach Gl. 1); also 

hP xil-x) 



tc/ + a? = 



4kn,(l-2x) l-2x 



x^ 



mithin w = -z — rr— und 

l — 2x 



3) 



W X 




w + x l — x' 

Daraus ergibt sich nach S. 209 die in Fig. 99 gezeichnete 
Einflnfsfigur f&r Y. Die positive Einflufsordinate an* der Schnitt- 

X l — X X 

stelle beträgt y-^^ r — = 7-» der Inhalt der gesamten positiven 
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Einflufsfläche also j — - — , die Einwirkung der rechtsseitigen Be- 

lastung daher Y^ax == ^ — ^-^ — ^ . Da hierin das parabolische Glied 
x{l-—ai) vorkommt, so kann man dieses nach Ol. 1 durch jr- 

4 ihm 

ersetzen und erhält kürzer 

Ynin entsteht, wenn die Strecke links vom Schnitte mit p belastet 
ist Die negative Einflufsfiäche in Fig. 99 mufs aber mit der 
positiven den gleichen Inhalt haben, weil ja eine gleichmäfsige 
Belastung des ganzen Trägers Y zu Null macht; daher ist 
Yn,in = — r«« und 
5) Y = + ^A. 

min ö /*'«* 

oder: Die gröfste positive und die gröfste negative 
Wandscherkraft haben beim parabolischen Träger 
gleichen absoluten Wert und ändern sich in gleichem 
Verhältnisse mit der Trägerhöhe h der betreffenden 
Schnittstelle. 

In der Trägennitte , wo die Garten parallel, ist die Wandseberkraft 
Ymax gleichbedeutend mit der Querkraft Q^o^v; letztere hat aber nach Bd. I 

S. 161 (und wie sich leicht ohne weiteres berechnen läfst) den Wert -^ pl] 

o 
hat man sich daher nur gemerkt, dafs beim parabolischen Träger Tmo« ^^^ ^ 

verhältnisgleich ist, so kann man Gl. 5 ohne besondere Rechnung leicht an- 
schreiben. 

Nimmt man au, dafs die Scherkraft Fn,<i« sich gleichmäfsig über die 
Wandhöhe h verteilt, so kommt (bei der Wandstärke d) auf die Flächeneinheit 
eine mittlere Scherspannung 

Mit Rücksicht darauf, dafs diese überall gleiche Schubspannung an jedem 
Schnitte mit einer starken Normalspannung der Gurten zusammentriift, wähle 
man für r^ etwa ^/i^ der zulässigen Anstrengung, setze also r^ = 0,4 8 ; dann 
erhält man als erforderliche Wandstärke 

^=4 *' 



8 0,4«/»„- 

Von Interesse ist der Vergleich des parabolischen Trägers mit 
dem Parallelträger (dem Träger mit parallelen Gurten). 
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Beim Parallelträger nehmen die Garten im wesentlichen 
nor das Moment auf; wegen der unveränderlichen Höhe A« ändern 
sich die Gurtkräfte verhältnisgleich mit dem Momente, nehmen 
daher Yon der Mitte nach dem Ende hin yon dem grörsten Werte 

^T- bis auf Null ab, u. zw. nach parabolischem Gesetze. — Die 

Wand hat die ganze Querkraft Q au&anehmen, welche in der Mitte 
am kleinsten ist, nämlich ^^spl^ nach den Enden aber auf das 
Vierfache (bis zu ^/2qt) zunimmt. 

Beim parabolischen Träger findet eine Abnahme der 
Gurtkräfte nach den Enden hin nicht statt, vielmehr behält deren 

wagerechte Seitenkraft durchweg denselben Wert £r= ^^, und die 

Gurtkräfte selbst nehmen^ wenigstens in einem gekrümmten Gurt, 
nach den Auflagern hin sogar um einige Hundertstel zu. — Die 
Wandscherkraft hat in der Mitte (naturgemäß) denselben Wert wie 
beim Parallelträger, erfährt aber nach den Auflagern hin nicht etwa 
eine erhebliche Zunahme, sondern vielmehr eine Abnahme bis auf Null. 

d) Paali'scher Träger. 

Wurden beim parabolischen Träger beide Gurten symmetrisch 
gekrümmt, so betrug die Zunahme der Gurtkraft nach den Enden 
hin bei Am=V8^ nur etwa 37o (S. 212). Daraus kann man 
schliefsen, dafs eine geringe Formänderung es ermöglichen wird, 
überall gleiche Gurtkräfte zu bekommen. Dieser Bedingung genügt 
der von dem Ingenieur Pauli ersonnene Träger. 

An beliebiger Schnittstelle ist O cos a> A = V2 2 ^ (^ — x) (Fig. 100). 
Dieselbe Spannkraft O soll nun auch in der 
Mitte sich finden, so dafs auch Ohn=^/sqP. Fig^^iOO^ 

Aus beiden Gleichungen folgt für die .^ 
Trägerhöhe an beliebiger Stelle 

h = -jp.v(l — a?)seccü. /^\ 

Darin ist oj noch unbekannt; es ist nämlich tga> = -3 — und 

ax 

-iL idh^ , . 

aecco = 1/ 1 + — — 2 , 80 dafs 

1, ._i^,(,_,,(iu'^)'" .irt. 
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Dies ist die Differentialgleichung des Panli'schen Trägers 
(weil aufser h und x auch dhxdx vorkommt); dieselbe läfst sich 
in geschlossener Form nicht lösen. Weil aber, wie oben bemerkt, 
der Träger nur wenig von dem parabolischen abweichen kann, so 
ist es genau genug, den immerhin nur kleinen Wert dhidx an- 
näherungsweise von der Gleichung des parabolischen Trägers zu ent- 

nehmen und in Gl. 1 einzusetzen. Dann folgt aus h=^—~^x{l'-x)i 

dh^AK.1 _2x\ 
dx l \ l) 

. (, , 1 dh^Vl^ f , 4hi(^ 2xY\''' 
Ist aber h^'l^^l^^ so wird 



l^ V l I-IQ' 



so dafs man zur weiteren Abkürzung noch 

l^dpyit ^ , 1 dh^ 
Ad. 

mit alleiniger Benutzung der beiden ersten Glieder setzen kann. 
Dann entsteht 



( 



^ "*" ' -xV ~ -^ ■•" 8 da;» ~ ■•■ * * ■ • 



h=-jPx(l — x) 



1+^fl 2^^" 



P \ l 

als Annäherungsgleichung des Pauli'schen Trägers. 

Da die Trägerform nur wenig von der des parabolischen Trägers 
abweicht, so können natürlich auch die Eigenschaften beider nur 
wenig voneinander verschieden sein. Die Wandscherkraft F, 
deren gröfster absoluter Wert beim parabolischen Träger so klein 
war, wie überhaupt nur möglich, wird hier etwas gröfser ausfallen. 
Allgemeine Gleichungen dafür werden reichlich verwickelt, man 
kann aber in jedem besonderen Falle für jede Schnittstelle leicht 
die Lage des Drehpunktes L und darnach die Einflufsfigur für Y 
bestimmen, woraus sich dann Yn^a» nnd Y^nin ergeben. Die ständige 
Belastung hat hier auch einen, allerdings nur geringen, Einfluis auf F. 
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Vierter Abschnitt 



Elastizität und Festigkeit ebener Fachwerke, 

der FadiwerksMlken. 



I. BegrifTserklärung, Entstehung und allgemeine statische 

Eigenschaften ebener Fachwerke. 

a) Begriffserklärang nHd Yoraassetzimgeii. 

Im zweiten und dritten Abschnitt wurden die unter der Wirkung 
äufserer Kräfte in einem stabförmig geraden, bezw. einfach ge- 
krümmten Stabe entstehenden Spannungen und Formänderungen 
untersucht. Hier ist die gleiche Aufgabe für eine Verbindung yon 
Stäben zu einem sogenannten Fachwerk zu lösen. 

unter einem Fachwerk in statischem Sinne als Bauwerk soll 
in folgendem ein System von Stäben verstanden werden, die an 
ihren Enden gelenkartig und in solcher Anordnung miteinander 
verbunden sind, dafs das entstehende Stabgebilde unter der Voraus- 
setzung völliger Starrheit der Stäbe durch den AngrifiP beliebiger 
äufserer Kräfte keinerlei Formänderung, in Wirklichkeit aber, 
d. h. bei der tatsächlich vorhandenen Elastizität der Stäbe und wenn 
die äufseren Kräfte ein gewisses Mafs nicht überschreiten, nur 
elastische Formänderungen erleidet. Die gemeinsamen Gelenk- 
oder Verbindungspunkte der Stäbe sind die sogenannten Knoten- 
punkte des Fach Werks. Ein derartiges auch als „ steifes "^ Fach werk 
bezeichnetes Stabgebilde unterliegt gegenüber dem Angriff äufserer 
Kräfte genau denselben Gleicbgewichtsbedingungen, wie ein starrer, 
bezw. elastisch fester Körper. 

Das gebräuchliche Fachwerk besteht meistens aus geraden 
Stäben und nur in seltenen AusnahmeföUen kommen auch einfach 
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gekrümmte Stäbe in Anwendung. Liegen die Mittellinien bezw. 
Achsen aller Stäbe und somit namentlich auch alle Gelenkpunkte 
in einer Ebene, so wird das Stabgebilde ein „ebenes*", andernfalls 
ein „räumliches" Fachwerk genannt. Das hier allein zu be- 
handelnde ebene Fachwerk kann, wie leicht ersichtlich, nur im 
Gleichgewicht sein, bezw. seine Form nur aufrecht erhalten gegen- 
fiber Kräften, welche in seiner Ebene wirken; nur solche yermögen 
sich in ihrer Wirkung auf das Fachwerk, bezw. durch Vermittelung 
desselben gegenseitig wie an einem starren Körper au&uheben. 

Wird ein ebenes Fachwerk in einzelnen Punkten unterstütz 
und dadurch einem etwaigen Kräfte- oder Lastenangriflf in seiner 
Ebene gegenüber festgehalten, so entsteht 
der ebene Fachwerkbalken (Fig. 101). 

Die Frage, ob nach der Art der 
Unterstützung der äufsere Gleichgewichts- 
zustand des steifen Fachwerkbalkens ein 
statisch bestimmter oder statisch unbe- 
stimmter ist, mufs nach den gleichen Gesichtspunkten entschieden 
werden, welche im dritten Abschnitt unter I für den ebenen Voll- 
wandbalken dargelegt sind. Handelt es sich danach um einen 
äufserlioh, d. h. hinsichtlich der änfseren Kräfte statisch bestimmten 
Fachwerkbalken, so hat auch die Ermittelung der Stützwiderstände 
wie beim statisch bestimmten Vollwandbalken zu geschehen. 

Die Stäbe des Fachwerks nehmen wir zunächst gewichtslos 
an und setzen femer voraus, dals alle auf dasselbe wirkenden 
äufseren Kräfte in seinen Knotenpunkten angreifen. Dann kann 
der einzelne Stab nur in den Gelenkpunkten seiner Enden yon 
Kräften getroffen werden, und wenn man von der Reibung in den 
Gelenken absieht, so verlangt das Gleichgewicht des Stabes fQr sich 
allein, dafs diese unter der Wirkung der äufseren Kräfte von dem 
umschliefsenden Fachwerk auf die Stabenden ausgeübten Kräfte 
einander entgegengesetzt gleich sind und in die Verbindungs- 
gerade der Gelenkpunkte fallen. Im Gleichgewicht der äufseren 
und inneren Kräfte am ganzen Fachwerk hat der Stab einen gleich 
grofsen, entgegengesetzt gerichteten Spannungswiderstand, die so- 
genannte Stabkraft zu leisten, welche als Mittelkraft der in allen 
Stabquerschnitten auftretenden inneren Spannkräfte anzusehen ist. 
Je nachdem die Stabkräfte einer Vergröfserung oder einer Ver- 
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kleinerang der Abstände der beiden Gelenkpankte entgegen zu 
wirken haben, sind sie Zug- oder Druckkräfte. Bei der Bestimmung 
der Stabkräfte empfiehlt es sich, zunächst alle als Zugkräfte ein* 
zuftthren; ein sich ergebender positiver oder negativer Wert kenn- 
zeichnet dieselben dann als Zug- oder Druckkräfte. In besonderen 
Fällen freilich, wo über das Vorzeichen einer Gruppe von Stab- 
kräften Yon vornherein ein Zweifel nicht besteht, ist es einfacher, 
von der Benutzung dieser Begel abzusehen. Bei der Bestimmung 
sowohl der äufseren Stützkräfte als der Stabspannkräfte können und 
sollen die elastischen Formänderungen des Fachwerkes aufser Acht 
bleiben und alle Kräfte in solcher Lage und Sichtung angenommen 
werden, als wenn das Fachwerk völlig unelastisch, starr wäre. 

Die Stabkräfte sind ihrer Sichtung und Lage nach durch den 
geometrischen Zusammenhang des Fachwerkes gegeben; es bleibt 
nur ihre Oröfse zu ermitteln. Ist dies geschehen, so können die 
Spannungen in den einzelnen Stabquerscfanitten, je nachdem die 
Verbindungsgerade der Oelenkpunkte mit der Stabachse zusammen- 
ßlllt (wie meistens der Fall) oder nicht, nach den bekannten Segeln 
für zentrische oder exzentrische Zug- oder Druckbelastung be- 
rechnet werden. 

Die Stäbe, welche das Fachwerk oben und unten begrenzen, 
bilden den Ober- bezw. Untergurt, welche beim Yollwandbalken 
auch vorkamen (S. 206). Die Spannkräfte dieser Gurten sollen 
hier ebenfalls mit bezw. U, ihre Neigungs- 
winkel gegen die Wagerechte mit cü und v be- ^^^' ^^'^* 
zeichnet werden (Fig. 102). Die Stäbe, welche 
die Gurten miteinander verbinden (also die 
Wand des VoUwandträgers ersetzen), werden 
im allgemeinen Wandglieder, Füllungs- 
stäbe, Gitterstäbe genannt; die schrS^ 
stehenden Wandglieder nennt man im be- 
sonderen Streben oder Diagonalen und ihre Spannkraft D 
(mit dem Neigungswinkel ö gegen die Wagerechte), die etwa lot- 
recht stehenden aber Ständer, Pfosten oder Vertikalen mit 
der Spannkraft F. Übrigens sind die Ständer bei der Berechnung 
nur Sonderfälle der Streben mit 6 = 90°. 
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Fig. 103. 



b) Entstehung nnd allgemeine statische Eigenschaften ebener 

Fachwerke. 

Wie geometrisch ein Dreieck durch seine drei Seiten eindeutig 
bestimmt ist, so bilden drei in Dreiecksform miteinander yerbnndene 
starre Oelenkstangen ein durch äufsere Kräfte in seiner Form nicht 
veränderliches Gelenkstangendreieck. Fügt man mehrere Oelenk- 
stangendreiecke so aneinander, dafs je zwei benachbarte eine Seite, 
bezw. eine Gelenkstange gemeinsam haben, so entsteht das einfache 
Dreiecksfachwerk oder Dreiecksnetz (Fig. 101), die bei weitem 
am häufigsten ausgeführte Fachwerksform. Aus ihrer Entstehungs- 
weise erkennt man ohne weiteres, dals sie äufseren Kräften gegenüber 
starr, bezw. nur elastischer Formänderung fähig ist. Denn es ist 
von einem in sich unverschieblich starren Anfangsdreieck aus- 
gehend, jeder weitere Knotenpunkt durch zwei Stangen gegen die 
Endpunkte einer Dreiecksseite unverschieblich festgelegt. Wie leicht 
ersichtlich, kann ein derart unverschieb- 
licher Anschlufs weiterer Knotenpunkte 
an ein bereits vorhandenes starres Fach- 
werk je durch zwei Gelenkstangen all- 
gemein auch in der Weise geschehen, 
dafs man die Verbindung jedesmal mit 
zwei beliebigen schon festliegenden 
Knotenpunkten herstellt (Fig. 103). 
Auch das so entstehende „einfache 
Fachwerk'' mufs in sich unverschieb- 
lich starr sein; denn, wäre der mit dem 
Fachwerk 123 4 zu verbindende neue 
Knotenpunkt (5) nur durch einen Gelenk- 
stab 45 mit dem bereits festliegenden 
Knotenpunkte (4) verbunden, so würde 
er sich nur noch auf einem Kreis- 
bogen um diesen bewegen können, seine 
Verbindung durch einen zweiten Gelenk- 
stab 3 5 mit dem zweiten Festpunkte 
(3) zwingt ihn gleichzeitig auf einen 
Kreisbogen um diesen Knotenpunkt und 
damit auf den Schnittpunkt 5 beider, also in eine bestimmte und 
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unveränderliche Lage. Ebenso ist der Punkt 6 durch Verbindung 
mit den beliebigen nicht einem Dreieck angehörigen Punkten 1 
und 5 festgelegt. Eine gewisse kleine Bewegungsfreiheit würde den 
so angeschlossenen Knotenpunkten nur in dem Falle yerbleiben, wo 
die drei Gelenkpunkte 3 5' und 4 der beiden Anschlulsstäbe in eine 
gerade Linie fallen, jene beiden Kreisbögen sich also nicht schneiden, 
sondern tangieren. Ein derartiges, auch unter der Voraussetzung 
YÖllig starrer Stäbe nicht yöllig un verschiebliches Fach werk kann die 
statischen Bedingungen ffir das Oleichgewicht von Bauwerken gegen- 
über einem beliebigen Angriff äufserer Kräfte im allgemeinen nicht 
erfüllen und ist daher praktisch unbrauchbar. Auf die statischen 
Eigenschaften solcher auch in anderer Weise entstehender Fachwerke 
mit kleiner Beweglichkeit soll weiter unten noch näher eingegangen 
werden. 

Das Bildungsgesetz fdr ein einfaches starres Fachwerk lä&t 
sich also wie folgt aussprechen: Aus drei Stäben ist ein 
Gelenkstabdreieck zu bilden und alle weiteren Knoten- 
punkte sind je mit zwei Stäben an die bereits vor- 
handenen so anzuschliefsen, dafs beide Stäbe nicht 
dieselbe Sichtung erhalten.''') 

Ist bei einem so gebildeten starren Fachwerk n die Anzahl 
der Knotenpunkte, so ist die Zahl der Stäbe 

^ = 2n — 3.**) 

Denn für das allereinfachste Fachwerk, das Gelenkstabdreieck, er- 
kennt man die Richtigkeit dieser Beziehung ohne weiteres; es ist 
3 = 2.3 — 3 = 3 die Zahl der Stäbe. Fügt man mit 2.r Stäben 
r Knotenpunkte hinzu, so steigt die Zahl der Stäbe auf s = S + 2r 
und die Zahl der Knotenpunkte auf « == 3 -f- r . Es ist also 

Ä=3 + 2r=2(r + 3) — 3 = 2?i — 3. 

Ein derart gebildetes Fachwerk ist nun stets auch in sich statisch 
bestimmt, d. h. es lassen sich, wenn es unter dem Angriff äufserer 
Kräfte im Gleichgewicht steht, auch alle Stabkräfte mit Hülfe der 
statischen Gleichgewichtsbedingungen ftr Kräfte in einer Ebene 
bestimmen. Denkt man sich nämlich an irgend einem Knotenpunkt 



*) In der praktischen Geometrie entsteht in gleicher Weise aus der 
VerbinduDfj von Punkten durch Gerade das Triangulationsnetz. 

**) In der Geometrie bestimmen 2 n — 3 Seiten und Diagonalen das «-Eck. 
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des Fachwerks die ihn festhaltenden Stäbe durchschnitten und an 
den Schnittstellen die Stabkräfte als änfsere Kräfte angebracht, so 
müssen diese mit den am Knoten angreifenden äußeren Kräften im 
Gleichgewicht sein (Fig. 104). Da alle diese Kräfte 
einen gemeinsamen Angriffspunkt haben, so müssen Fig. 104. 
sie zwei Oleichgewichtsgleichungen erfüllen. Daraus 
ergeben sich für n Knoten 2n Gleichungen. Da 
aber, wenn an allen n- Knotenpunkten Gleichgewicht 
herrscht, auch das ganze Fachwerk im Gleichgewicht 
sein mufs, so umfassen jene 2 n -Gleichungen auch das äufsere 
Gleichgewicht, das im allgemeinen durch 3 Gleichungen bestimmt 
ist Es bleiben daher fQr die Ermittelung der 2 n — 3 unbekannten 
Stabkräfke noch 2n — 3, also eine hinreichende Anzahl von 
Gleichungen verfügbar. Oder man kann auch wie folgt schliefsen: 
Wenn ein von Kräften in seiner Ebene ergriffenes Fachwerk in 
statisch bestimmter Weise gestützt wird, so sind 3 unbekannte 
äu&ere Stützwerte und 2n — 3 unbekannte Stabkräfte zu ermitteln, 
was im allgemeinen mit 2 n - Gleichungen geschehen kann. 

Ein nach obiger Kegel gebildetes einfaches Fachwerk ist also 
sowohl „steif" als auch in sich oder wie man sagt „innerlich 
statisch bestimmt^. Es entsteht nun die Frage, ob und wie 
auch etwa in anderer Weise steife und statisch bestimmte Fach- 
werke gebildet werden können. 

Aus obigen Betrachtungen ergibt sich zunächst, dafs jedes 
^äufserlich*" statisch bestimmte, d. h. in statisch bestimmter 
Weise gestützte Fach werk nur dann auch „innerlich' statisch 
bestimmt sein kann, wenn die Anzahl der Stäbe nicht gröfser ist 
als 2n — 3. Ist sie kleiner, so ist das Fachwerk geometrisch 
unbestimmt und statisch nicht steif, sondern eine durch den Angriff 
äufierer Kräfte im allgemeinen veränderliche Figur, die für jede 
Änderung des Kräfteangriffs auch eine andere Gleichgewichtsform 
annimmt, also nur gegenüber einem be stimmten äufseren Kräfte- 
angriff ihre Form aufrecht zu erhalten, im Gleichgewicht zu bleiben 
vermag. Wäre z. B. für ein solches Fachwerk von n- Knotenpunkten 
die Anzahl der Stäbe nur 2n — 4, so könnten die ebensoviel 
unbekannten Stabkräfte nur gleichviel, d. h. 2n — 4 Gleichgewichts- 
bedingungen erfüllen, die äufseren Kräfte würden also von den im 
ganzen 2 n- Bedingungen noch 4, d. h. eine mehr zu erfüllen haben. 
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als dem Gleichgewicht von Kräften an einem starren Körper ent- 
sprechen; ein solches Fachwerk könnte also nur einem ^^bedingten^ 
äufseren Kräfteangriff gegenüber im Gleichgewicht sein. 

Wir erkennen daher, dafs ein Fachwerk, damit es steif und 
zugleich statisch bestimmt sei, unter allen Umständen die Bedingung 
« = 2 n — 3 erfüllen mufs. Es wird sich aber zeigen, dafs nicht auch 
umgekehrt, alle Fachwerke, welche diese Bedingung erfüllen, wirklich 
stets auch steif und statisch bestimmt sind, sondern unter Umständen 
gleichzeitig einerseits geometrisch unbestimmt und statisch nicht 
steif, andererseits aber geometrisch überstimmt und statisch unbe- 
stimmt sein können. Bei zweckmäfsiger Anordnung der Stäbe aber 
läfst sich immer mit 2 n — 3 Stäben ein steifes und in sich statisch 
bestimmtes Fach werk mit n- Knotenpunkten bilden, ohne dafs das 
oben für das ^einfache^ Fachwerk ausgesprochene Bildungsgesetz 
befolgt wird. Wie das geschehen und wie bei beliebig gebildeten 
ebenen Fach werken von 2n — 3 Stäben die Steifheit und statische 
Bestimmtheit untersucht werden kann, soll in folgendem einer vor- 
läufigen Betrachtung unterzogen werden. 



Verbindet man zwei steife Fachwerke oder gegliederte Scheiben 
I und II (Fig. 105) so miteinander, dafs sie einen Knotenpunkt 
gemeinsam haben, so ist, wie man ohne weiteres erkennt, das 
entstehende ebene Stabgebilde statisch nicht steif, vielmehr in sich 
verschieblich, ein Ergebnis, das auch mit dem oben nachgewiesenen 
analytischen Merkmal für die Steifheit eines Fachwerks übereinstimmt. 
Ist nämlich n^ die Zahl der Knoten und «i = 2ni — 3 die Zahl 
der Stäbe des einen, 912 die Zahl der Knoten und 82=^2n2 — 3 
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die Zahl der Stäbe des anderen steifen Fachwerks, so ist offenbar 
n = ni + w2 — 1 die Zahl der Knoten und 

« = «1 +Ä2 = 2(ni +»?2) — 6 = 2(w| + 712 — 1) — 4 = 2n — 4 

die Anzahl der Stäbe der Verbindung beider Fach werke; es fehlt 
dieser also ein Stab, um ein einziges geometrisch bestimmtes und 
statisch steifes Fachwerk zu bilden. Dementsprechend besteht auch 
nur eine bestimmte BewegongsmGglichkeit, oder wie man sagt, 
eine zwangläufige Beweglichkeit der Teile I und II des Fachwerks 
gegeneinander, dadurch gekennzeichnet, dafs durch die Bewegung 
irgend eines Punktes des einen Teiles die Bewegungen aller übrigen 
Punkte desselben gegen den anderen Teil bestimmt sind. Wird 
also ein Punkt der einen Scheibe festgehalten, zur relativen Buhe 
gegen die andere Scheibe gezwungen, so werden dadurch auch alle 
Punkte beider Scheiben gegeneinander unbeweglich, das ganze Stab- 
gebilde also zu einem steifen Fach werk. 

Im Yorliegenden Falle kann die eine Scheibe (II) gegen die 
andere etwa festgehaltene (I) nur eine Drehbewegung um den ge- 
meinsamen Knotenpunkt (5) beider ausführen. Dabei ändert sich 
m allgemeinen die Entfernung eines jeden Punktes der einen 
Scheibe yon jedem Punkte der anderen. Wird die gegenseitige 
Bewegung eines Punktpaares, etwa 4 und 6 durch Einfügung eines 
Gelenkstabes 4 6 zwischen den Punkten 4 u. 6 aufgehoben, so entsteht 
dadurch das steife Fachwerk 123456789 (Anzahl der Stäbe 
g=2n — 4+ l = 2w — 3), dessen Form aber von der Länge des 
Stabes 46 abhängig und mit dieser zwanglos, d. h. ohne jeden 
Widerstand in den Stäben veränderlich ist. Gleich ungehindert 
können natürlich beliebige Längenändernngen der übrigen Stäbe, 
etwa infolge von Temperaturänderungen oder aus anderen Gründen 
vor sich gehen. Jeder Stab übt im allgemeinen für sich allein 
einen bestimmten selbständigen Einflufs auf die geometrische Form 
des Fachwerks aus. 

Die Längenänderung eines jeden Stabes für sich allein ist indes 
bei feststehender endlicher Länge aller übrigen Stäbe an bestimmte 
Grenzen gebunden. Die Stablänge kann zu einem Maximum und 
zu einem Minimum werden. Für die Länge des Stabes 4 6 z. B. 
tritt das Maximum, bezw. Minimum seiner Länge ein, wenn die 
Scheiben I und U solche Lage gegeneinander einnehmen, dafs die 
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Punkte 4 und 6 mit 5 auf einer Qeraden liegen und zwar das 
Maximum, wenn die Punkte 4 und 6 beiderseits von 5 liegen, das 
Minimum, wenn sie auf derselben Seite von 5 sich befinden. 

Indem der Stab 4 6 eine bestimmte Entfernung der Punkte 4 
und 6 und damit auch aller übrigen Punktpaare beider Scheiben 
gegen irgend einen äufseren Kraftangriff aufrecht erhält, hat er wie 
alle übrigen Stäbe eine statisch bestimmte Stabkraft zu leisten. 
Ist J/5 das etwa um den Punkt 5 rechts drehende Moment aller 
auf die Scheibe II wirkenden äufseren Kräfte, so erfordert das 
Gleichgewicht dieser Scheibe, ihre Euhe gegen die Scheibe I, dafs der 
Verbindungsstab 4 6 die Momentengleichung M^ + S-r^^O erfülle, 

dafs also S = ist. Hierin ist die Stabkraft 8 von ihrem 

Hebelsarm r^ (Höhe des Dreiecks 456) abhängig und für r5 = 0, 
d. h. wenn die Bichtungslinie des Stabes 4 6 durch 5 geht, die 
Stablänge also ihren GrGfst- oder Kleinstwert annimmt, wird S 
und werden damit gleichzeitig auch andere Stabkräfte unendlich grofs. 

Die steife Verbindung der beiden Scheiben gegeneinander hätte 
nun auch durch Einfügung eines Verbindungsstabes zwischen einem 
anderen Punktpaare, etwa 4 und 8, 1 und 9 usw. geschehen können; 
immer aber würden für das Maximum und Minimum seiner Länge, 
also wenn seine Bichtungslinie durch 5 geht, unendlich grofse Stab- 
kräfte entstehen. 

In der in Fig. 105 gezeichneten Lage beider Scheiben zuein- 
ander liegen die Punkte 2 und 8 in einer Geraden mit 5. Wollte 
man also durch Einfügung eines Stabes 2 8 die Scheiben in dieser 
Lage zu einem Fachwerk verbinden, so hätte der Verbindungsstab 
und mit ihm andere Stäbe (sofern nicht etwa zufällig M-^^^O) un- 
endlich grofse Stabkräfte zu leisten. 

Dieser hier an einem einfachen Beispiele hervorgetretene 
Sonderfall hat allgemeinere Bedeutung für die Beurteilung der 
geometrischen und statischen Bestimmtheit von Fachwerken und 
soll deshalb noch etwas eingehender erörtert werden. Das Auf- 
treten unendlich grofser Stabkräfte in einem Fach- 
werk von 8 = 2n — 3 Stäben ist nämlich das Kennzeichen 
mangelnder statischer Steifigkeit bezw. geometrischer 
und gleichzeitig statischer Unbestimmtheit desselben. 
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Tatsächlich ist auch das aus den in 5 drehbar verbundenen 
einfachen Fachwerken I und n durch Einfügung eines mit seiner 
Mittellinie durch 5 gerichteten geraden Stabes entstandene Fach- 
werk gleichzeitig geometrisch und statisch unbestimmt, obgleich es 
8 = 2n — 3 Stäbe aufweist. 

Die geometrische Unbestimmtheit erkennt man daraus, dafs 
Punkt 8 in seiner Lage gegen die Scheibe I nur dadurch 
bestimmt ist, dafs er auf zwei sich nicht schneidenden, sondern 
nur tangierenden Kreisbögen liegen mufs, nämlich auf einem 
solchen mit dem Halbmesser 5 8 um 5 und auf einem anderen mit 
dem Halbmesser 2 8 um 2 beschriebenen. Dadurch ist aber der 
Punkt 8 und somit auch die Scheibe II in ihrer Lage gegen I 
keineswegs geometrisch sicher bestimmt. Beide die Lage des 
Punktes 8 bestimmende Kreisbögen haben bei 8 ein Bogen- 
element ds gemein und auf diesem kann sich der Punkt trotz 
seiner gleichzeitigen steifen Verbindung mit den Punkten 2 und 5 
der Scheibe I bewegen. Das durch solche Verbindung beider 
Scheiben entstandene Fachwerk ist also geometrisch nicht bestimmt 
bezw. statisch nicht steif. Dafs es gleichzeitig auch statisch unbestimmt 
ist, erweist sich dadurch, dafs der Punkt 8 in der Sichtung 2 58 
sowohl durch die Scheibe 11, als auch durch den Stab 2 8 gegen 
die Scheibe I festgehalten ist und dafs daher eine etwa in jener 
Bichtung im Punkte 8 angreifende Kraft X einen entgegengesetzt 
gerichteten Widerstand sowohl in der Scheibe II als im Stabe 2 8 
hervorrufen mufs. Die Berechnung beider Widerstände aber kann 
nur auf Orund der gleichzeitig eintretenden elastischen Ver- 
schiebungen des Punktes 8 gegen die Punkte 5 und 2 geschehen, 
ist also eine statisch unbestimmte Aufgabe. Oreift im Punkte 8 
neben der Kraft X in der Bichtung 2 58 noch eine Kraft Y 
senkrecht dazu an (beide etwa Seitenkräfte der Mittelkraft B einer 
Krftftegruppe), so erzeugt T ein Moment M^ und ruft dadurch, 
wie erwähnt, unendlich grofse Stabkräfte hervor. Es sei hier noch 
besonders darauf hingewiesen, dafs der Stab 2 8 in seiner Lage 25 8 
auch keiner zwanglosen Verlängerung fthig ist, dafs jeder Ver- 
längerung vielmehr Spannungen in ihm selbst und den übrigen 
Stäben entgegentreten, die statisch unb estim mbar sind. Der Stab 
28 erfüllt danach in seiner Lage 25 8 keinen selbstän digen 
statischen Zweck, weil er den Punkt 8 nur in der Bichtung 258 

K«ek, Elastizitttal^hre. II. 1^ 
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festhält, in der seine Bewegung schon durch die Scheibe II aus- 
geschlossen ist, ihm aber in der Richtung senkrecht dazu und somit 
beiden Scheiben gegeneinander eine kleine Beweglichkeit läfst. 

Infolge der doppelten Erfüllung eines statischen Zweckes bleibt 
ein anderer unerfüllt und diese beiden bei einem Fachwerk mit 
n- Knoten und 2n — 3 Stäben stets zusammen hervortretenden Er* 
scheinungen kennzeichnen dessen gleichzeitige geometrische und 
statische ünbestimmtheib 

Wir wollen nun noch ein steifes und statisch bestimmtes 
Fachwerk in der Weise entstehen lassen, dafs wir zwei einlache 
Fachwerke durch drei Gelenkstäbe unverschieblich miteinander ver- 
binden. Dafs eine solche Verbindung stets möglich sein mufs, 
ergibt sich aus der Überlegung, dafs eine beliebige Eräftegruppe in 
einer Ebene, bezw. deren Mittelkraft stets durch drei nach Richtung 
und Lage gegebene Einzelkräfte ersetzt, oder (wenn man diese um- 
kehrt) im Gleichgewicht gehalten werden können, vorausgesetzt, 
dafs sich die gegebenen Richtungslinien der letzteren nicht in einem 
Punkte schneiden. (Vergl. Keck, Mech. 1, 3. Aufl. S. 117.) Wird 
also eines der zu verbindenden beiden Fachwerke in seiner Ebene 
von einer Kräftegruppe erfafst, so kann es immer auch durch drei 
Stäbe, deren Richtungslinien sich nicht in einem Punkte schneiden, 
gegen das andere Fachwerk festgehalten werden, denn die Stab- 
kräfte erfüllen obige Bedingung. Auch die analytische Bedingung 
fQr die geometrische und statische Bestimmtheit des entstehenden 
Fachwerks hinsichtlich der Anzahl der Knoten und Stäbe desselben 
ist erföUt, denn erstere wird n = rii + yi2 Q^d letztere 

* = (2ni — 3) + (27?2 — 3) + 3 = 2(ni + n^) - 3 = 2w— 3 . 

Verbindet man die starren Scheiben I und 11 (Fig. 106) zunächst 
durch nur einen Stab 7 9, so enthält das entstehende Stabgebilde 
nur s = 2n, — 5 Stäbe, also 2 zu wenig und es bleiben fQr beide 
Scheiben noch zwei Bewegungsmöglichkeiten gegeneinander bestehen, 
denn die Scheibe II kann sich mit dem Stabe 9 7 um 7 und aniser- 
dem noch allein um 9 drehen. Durch Einfügung noch eines zweiten 
Stabes 6 9 kann erstere, oder eines solchen 7 8 letztere aufgehoben 
werden. In beiden Fällen enthält das entstehende Gebilde 
sr=:2n — 4 Stäbe und hat nur noch einen Stab zu wenig und eine 
Bewegungsmöglichkeit, nämlich die einer Drehung um 9 oder um 7, 
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welche beiden Fälle mit dem zuvor bereits besprochenen über- 
einstimmen. Fügt man dagegen neben dem Stabe 7 9 noch einen 
anderen nicht in einem der- Punkte 7 oder 9 angreifenden Stab, 
«twa 6 8 ein, so bleibt aach nur eine Bewegongsmöglichkeit oder 
eine bestimmte zwanglänfige Beweglichkeit bestehen, die nan aber 

Fig. 106. 




/ 



^ 



'u*' 



keine einfache Drehbewegung mehr ist. Beide Scheiben sind jetzt 
durch das in sich verschiebliche Gelenkstangenviereck 6 89 7 mit- 
einander verbunden. Bei der dadurch bedingten zwangläufigen 
Bewegung der einen Scheibe gegen die andere durchläuft jeder 
Punkt der einen gegen die andere etwa festgehaltenen Scheibe eine 
bestimmte Bahnlinie, die sich leicht zeichnen läfst. Die Punkte 
8 und 9 z. B. bewegen sich je auf einem Kreisbogen um 6 bezw. 7, 
Punkt 10 bewegt sich auf der Linie b^b^ und Punkt 15 auf 2>22>2. 
Dabei ändert sich wiederum im allgemeinen die Entfernung eines 
jeden Punktes der einen Scheibe von jedem Punkte der anderen. 
Für jedes Punktpaar wird diese Entfernung in bestimmten Lagen 
der Scheiben zueinander zu einem Maximum und zu einem Minimum. 
In diesen Lagen mufs ersichtlich die Bahnlinie des einen Punktes 
gegen den andern senkrecht zur Verbindungslinie beider gerichtet 
sein, also auf letzterer der Erümmungsmittelpunkt der Bahnlinie 
an betreffender Stelle liegen. In der gezeichneten Lage der Scheiben 
zueinander befinden sich die Punktpaare 4 u. 10 und 3 u. 15 in 
maximaler Entfernung; 41Ö ist in 10 senkrecht zu b^b^ und 315 
in 15 senkrecht zu 2>2^2 gerichtet. 

15* 



228 Vierter Abschnitt Elastizität Und Festigkeit eherner Fachwerke. 

Verbindet man ein Panktpaar in Irgend einer Lage miteinander 
durch Einfügung eines dritten Stabes, so wird dadurch die Entfernung 
und Lage beider Punkte sowie die der beiden Scheiben gegeneinander 
fBstgelegt Der eine muf^j sich nämlich auiser auf der oben be- 
zeichneten Bahnlinie nun auch noch auf einem Kreisbogen um den 
andern bewegen, also im Schnittpunkte beider Bahnlinien ruhen, 
und zwar um so sicherer, je steiler der Schnitt beider Bahnlinien 
erfolgt, d. h. je mehr der Schnittwinkel sich einem rech|;en nähert 
In der vorerwähnten Sonderlage beider Punkte zueinander, wo die 
Bahnlinie des einen senkrecht auf der Verbindungsgeraden beider 
steht, der Schnittwinkel beider Bahnlinien also gleich Null ist, die 
Bahnlinien sich nur berühren, kann die Lage beider Punkte zu- 
einander durch einen dritten Verbindungsstab geometrisch nicht 
sicher bestimmt und statisch nicht völlig unverschieblich festgelegt 
werden; denn jetzt fallen beide Bahnlinien wieder mit einem 
Element da zusammen und in dieser unendlich kleinen Erstreoknng 
kann der Punkt sich auf beiden gleichzeitig bewegen. Er ist in 
der einen Bichtung wieder doppelt, in der dazu senkrechten gar 
nicht sicher festgehalten. 

In Fig. 106 wird durch einen Stab 410 der Punkt 10 ge- 
zwungen, gleichzeitig die Bahnlinie h^h^ und den Kreisbogen h[ b[ um 4 
zu verfolgen; beide berühren sich in 10, dieser Punkt ist also durch 
den Stab 4 10 nicht sicher festgelegt, das entstehende Fachwerk ist 
trotz seiner 2n — 3 Stäbe kein steifes. Dasselbe gilt fllr einen 
zwischen dem Punktlager 3 und 15 eingefügten Stab. Dagegen 
wird durch Einfügung eines Stabes 7 8 oder 6 9 zwischen dem 
Punktpaar 7 und 8 bezw. 6 und 9 jedesmal eine un verschiebliche 
Verbindung beider Scheiben, also im ganzen ein steifes Fachwerk 
erzielt 

Die vom Stabe 7 8 zu leistende Stabkraft 8 berechnen wir 
aus der Momentengleichung in Bezug auf den Schnittpunkt p 
der Stabachsen 6 8 und 7 9 , in welcher die durch diesen Punkt 
gerichteten unbekannten Stabkräfte 6 8 und 7 9 nicht vorkommen. 
Ist Mp das etwa rechts herum drehende Moment der die Scheibe II 
angreifenden änfseren Kräfte, so fordert das Gleichgewicht dieser 
Scheibe, wenn S die Stabkraft des Stabes 7 8 ist, Mp — S.r = 0, 

M 

also 8=—^. In völlig gleicher Weise aber berechnet sich die Stab- 
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kraft jedes andern statt des Stabes 7 8 eingefügten „Ersatzstabes''. 
Jeder dieser Stäbe aber kann nar anter der Voraussetzung, dafs 
seine Richtnngslinie nicht durch p geht, also r nicht gleich Null 
ist, beide Scheiben mit einer endlichen Stabkraft gegeneinander in 
Buhe, un verschieblich festgehalten, denn mit rs=0 wird eine 
unendlich grofse, also unmögliche, Stabkraft erforderlich. Dieser 
Fall müsste z. B. eintreten, wenn man statt des Stabes 7 8 den 
Ersatzstab 4 10 oder 3 15 einitigen würde; er würde aber nicht 
eintreten mit 611, 512 usw. als Ersatzstab. 

Nur in dem Sonderfalle, wenn die Mittelkraft der die Scheibe II 
angreifenden Kräitegruppe auch durch den Funkt p gerichtet ist» 
kommen auch bei Anwendung eines durch p gerichteten Ersatz- 
stabes unendlich grofse Stabkräfte nicht vor. Es wird dann aber 


S = Y7> ^' ^- statisch unbestimmt, ein Ergebnis, das man auch er- 
kennt, wenn man bedenkt, dafs die Zerlegung einer Kraft in drei 
mit ihr durch denselben Punkt gerichteten Seitenkräfte eine statisch 
unbestimmte Aufgabe ist. 

Ein beliebiger Angriff äufserer Kräfte in der Ebene des Fach- 
werkes mufs, wie man danach leicht erkennt, wenn die drei Ver- 
bindungsstäbe beider Scheiben sich in einem Punkte p schneiden» 
im allgemeinen wieder gleichzeitig unendlich grofse und statisch 
unbestimmte Stabspannkräfte erzeugen. 

Für die Beurteilung der Steifheit und statischen Bestimmtheit 
der Verbindung zweier einfacher Fachwerke durch drei Stäbe spielt 
der Schnittpunkt p zweier Verbindungsstäbe eine ähnliche Bolle, 
wie bei zwei durch einen gemeinsamen Knotenpunkt und einen Stab 
verbundenen einfachen Fachwerken der gemeinsame KnotenpiHikt. 
Damit in letzterem Falle eine steife und statisch bestimmte Ver- 
bindung entstehe, darf der Verbindungsstab nicht durch den ge- 
meinsamen Knotenpunkt, den gegenseitigen Drehpunkt beider 
Scheiben gehen. Aus gleichem Gründe darf im ersteren Falle 
keiner der drei Verbindungsstäbe durch den Schnittpunkt der beiden 
andern gehen. Werden diese Bedingungen nicht erfüllt, so verbleibt 
in beiden Fällen eine unendlich kleine Beweglichkeit der Scheiben 
gegeneinander bestehen, die als Drehbewegung um den gemeinsamen 
Knotenpunkt beider, bezw. um den Schnittpunkt der drei Ver- 
bindungsstäbe derselben angesehen werden kann. Auf diese Ver- 
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hältnisse, die Kinematik der ebenen Fach werke, soll später noch 
etwas näher eingegangen werden. 

Ans obigen Darlegungen ziehen wir hier zunächst folgende 
Schlüsse: 

1. Wird aus einem einfachen Fachwerke ein Stab 
entfernt, so daTs noch 2n — 4 Stäbe übrig bleiben, so 
geht dasselbe über in eine Verbindung zweier steifer 
gegliederter Scheiben mit einer bestimmten Be- 
wegungsmöglichkeit, bezw. einer zwangläufigen Be- 
weglichkeit. 

2. Durch Einfügung eines beliebigen Ersatzstabes 
entsteht aus dem zwanglänfig beweglichen Stab- 
gebilde stets wieder ein steifes und statisch be- 
stimmtes Fachwerk, wenn der Stab zwischen zwei 
gegeneinander beweglichen Punkten in solcher Lage 
eingebaut wird, dafs der Krümmungsmittelpunkt der 
Bahnlinie des einen gegen den anderen nicht auf die 
Verbindungsgerade beider fällt, also die Entfernung 
beider Punkte nicht zufällig ein Maximum oder ein 
Minimum ist, vielmehr jede beliebige unendlich kleine 
gegenseitige Bewegung beider Punkte auch eine solche 
in der Bichtung des Stabes zur Folge hat, durch deren 
Verhinderung der Stab einen selbständigen statischen 
Zweck erfüllt. 

3. Ein Fachwerk von 2n — 3 Stäben ist immer dann, 
aber auch nur dann zugleich statisch steif und be- 
stimmt, wenn jeder Stab desselben im Sinne des unter 
2 ausgesprochenen Satzes einen selbständigen statischen 
Zweck erfüllt. 

Diese letztere Wahrheit ergibt eich auch durch folgende allgemeine 
Überlegung: Jeder in einer Ebene frei bewegliche Punkt besitzt zwei Be- 
wegungsmöglichkeiten, d. h. jede beliebige Bewegung desselben kann durch 
die Bewegung in zwei Richtungen ersetzt werden. Soll der Punkt ruhen, so 
mnfs seine Beweglichkeit in zwei Richtungen aufgehoben werden. Die n -Eroten- 
punkte eines ebenen Fachwerks haben Tor ihrer starren Verbindung 
2 w - Bewegungsmöglichkeiten. Damit das Fach werk ruhe, müssen die n - Knoten- 
punkte zur Ruhe gezwungen, ihre 2n-Bewegungsmöglichkeiten aufgehoben 
werden. Wird ein Knotenpunkt äufserlich durch ein festes, ein anderer durch 
ein bewegliches Stützgelenk festgehalten, das Fachwerk also statisch bestimmt 
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gestützt, so verschwinden dadurch 24-1 = 3 Bewegungsmöglichkeiten und es 
bleiben deren noch 2 n — 3 bestehen. Jeder Stab kann für sich allein nur die 
Beweglichkeit eines Punktes in seiner Richtung aufheben. Werden alle 
Stäbe so angeordnet, dafs jeder für sich einen solchen Zweck erjfüllt, so sind 
2n — 3 Stäbe erforderlich und ausreichend, um alle Punkte festzuhalten und 
damit ein steifes und statisch bestimmtes Fachwerk zu bilden. 

Unter Beachtung vorstehender Sätze kann man aas einem ein- 
fachen Fachwerk durch wiederholte Auswechselung eines Stabes 
gegen einen andern die verschiedenartigsten Fachwerke entstehen 
lassen, die alle s=^2n — 3 Stäbe haben und alle gleichzeitig 
statisch steif und bestimmt sind, wenn alle Ersatz- oder Wechsel- 
st&be im Sinne vorstehender Darlegungen richtig angeordnet werden. 
Man gelangt dadurch zu steifen und statisch bestimmten Fach- 
werken, deren Bildung mit Hülfe der oben ausgesprochenen Begel 
für einfache Faehwerke nicht direkt möglich ist und die wir daher 
als „abgeleitete'' Fachwerke bezeichnen wollen. Die richtige 
Anordnung der Ersatzstäbe läfst sich freilich nicht immer leicht 
erkennen. Sehr anschaulich und bequem überblicken lassen sich 
diese Verhältnisse meist mit Hülfe der in ihren Grundzügen weiter 
unten noch zu behandelnden Kinematik des ebenen Fachwerks. 



II. Bestimmung der Stabkräfte in einem Dreiecl(8- 

fachwerl(. 

a) Allgemeines Verfahren. 

Ein Fachwerk (Flg. 107j befinde sich unter der Wirkung 
beliebiger äufserer Kräfte in seiner Ebene im Gleichgewicht. Denkt 
man sich dasselbe dann durch irgend einen Schnitt tt in zwei Teile 
getrennt und an den Schnittstellen der Stäbe die Stabkräfte 
(U, O und D) als äufsere Kräfte angebracht, so müssen diese sich 
mit den in den Knotenpunkten angreifenden äufseren Kräften an 
jedem der beiden durch den Schnitt getrennten Teile des Fachwerks 
das Gleichgewicht halten, die drei Gleichgewichtsbedingungen für 
Kräfte in einer Ebene erfüllen. Es werde nun zunächst ein ein- 
faches Dreiecksnetz angenommen und vorausgesetzt, dafs nicht mehr 
als drei Stäbe durch den Schnitt getroffen werden. 
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Die Mittelkraft der an beiden Teilen angreifenden änfseren 
Kräfte sei R^ habe die aus der Figur ersichtliche Lage und sei in 
Bezug auf den Teil links vom Schnitt aufwärts gerichtet. 

An diesem Teil stehen dann die Kraft R und die drei un- 
bekannten Slabkräfte U, O und D miteinander im Gleichgewicht. 



Fig. 107. 



fr. 



•V I 




Wir denken uns zwei der letzteren, etwa O und 2> durch ihre 
Mittelkraft ersetzt. Diese mufs, weil auch sie mit den beiden 
anderen Kräften R und U im Gleichgewicht ist, durch den Schnitt- 
punkt a beider gehen, also in die Gerade ao fallen und mit R 
und U ein schliefsendes Krafteck bilden. Zeichnet man dies Kraft- 
eck, Fig. 107 ^ indem man 12 = R macht, durch 2 eine Parallele 
la bu und durch 1 eine solche zu ao zieht, so ist im Krafteck 
23=6' und 3T=S, gleich der Mittelkraft von O und Z>. Um 
diese beiden Stabkrftfte selbst zu erhalten, zerlegen wir S parallel 
zu 21 und oc in die Seitenkräfte 3 4 = Z> und 41=0, womit die 
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Stabkräfte Z7, O und D bekannt sind und zwar sind im vor- 
liegenden Falle U and 2> positiv, Zugkräfte, während O negativ, 
eine Druckkraft ist. Die Stabkraft ü wurde schon durch das erste 
Erafteck 123 bekannt Soll eine der drei Stabkräfte, etwa 2>, 
bestimmt werden, so kommt man am schnellsten zum Ziele, 
wenn man so verfiLhrt, dafs diese im ersten Erafteck erscheint 
(Fig. JL07 (?). Wir ziehen jetzt durch 1 und 2 im Erafteck sTl;/^ 
und 2 3\\(ou), dann ist 2 3 = Z>. Die Lage des Punktes a links 
oder rechts von g ist ersichtlich bestimmend fQr das Vorzeichen 
von 2>. Nähert sich nämlich a dem Punkt ^, so dreht sich fff 
links um g und im Erafteck Fig. 107 c 13 links um 1, wobei 2> 
abnimmt. Fällt a mit ^, also /^ mit af zusammen, so wird im 
Erafteck 2 3 = Z> = . Bückt a links von g , so tritt im Erafteck 
3 links von 2 und 2 3 = Z> wird negativ. Das hier mitgeteilte 
graphische Bestimmungsverfahren ist zuerst von Culmann an- 
gegeben und wird nach ihm benannt. (Vergl. auch Eeck, Mech. I, 
3. Anfl. S. 118.) Handelt es sich uni die Bestimmung aller Stab- 
kräfte eines einfachen Fachwerks, so führt man zweckmäfsig die 
Schnitte nacheinander so, dafs jedesmal nur 2 unbekannte Stabkräfte 
getroffen werden. Es ist dann jedesmal der Streckenzug der be- 
kannten Eräfke durch nur zwei Parallelen zu einem schliefsenden 
Erafteck zu ergänzen. 

Benutzt man den Satz, dafs die Samme der statischen Momente 
der vier Eräfte R, U, D und O in Bezug auf irgend einen 
Punkt der Ebene des Fachwerks gleich Null sein mufs, so kann 
man die Stabkräfte leicht auch wie folgt durch Bechnung be- 
stimmen: Man wählt nacheinander die Schnittpunkte u^ o und g 
der Bichtungslinien je zweier unbekannter Stabkräfte als Drehpunkt 
für eine Momentengleichung, in der dann jedesmal nur die dritte 
unbekannte Stabkraft auftritt. (Vergl. Eeck, Mech.I, 3. Aufl. S. 119.) 
In Bezug auf o als Drehpunkt hat man R^Vo-^V-lo^O und daraus 

-V rr ^-^o Mo 

1) L=— y— =-y-, 

worin Mo das Moment aller links von tt angreifenden äufseren 
Eräfte in Bezug auf o bezeichnet. Ebenso erhält man, wenn Mu 
und Mg die positiv gedachten Momente aller links von tt an- 
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greifende äufseren Krlfte in Bezog auf u und g sind, M^^-O-l^^o 
nnd daraus 

2, o— TT- 

Ferner Jtg + D-lg = 0, woraus 

3) n — ^. 

lg 

Nach GL 1 nnd 2 ist 27 in irgend einem Stabe der unteren 
Gartang im Vorzeichen gleichstimmig mit Mo^ dagegen O in jedem 
Stabe der oberen Gartang anglelehstimmig mit Jf.. Für einen an 
beiden Enden frei gestützten eingehen Fachwerksbalken mit lot- 
rechten Lasten sind 3/« nnd if« stets positiv, daher immer U 
positiv and O negativ. Nicht so einfach läfst sich allgemein nnd 
flkr jede AngrüFsart der äniseren Kräfte das Vorzeichen der Stab- 
kraft 2> irgend eines Wandgliedes beorteilen. 

Das hier dargelegte rechnerische Vorfahren zar Bestimmang 
der Stabkräfte ist zaerst von Bitter angewandt and wird nach ihm 
als ^Bitter'sche Momentenmethode^ bezeichnet. 

Sowohl das Calmann^sche als das Bitter'sche Verfahren setzra 
voraas, dafs die Zahl der darch den Schnitt getroffenen an- 
bekannten Stabkräfte im allgemeinen nicht gröiser als drei ist 
Werden aalserdem schon bekannte Stabkräfte von dem Schnitt ge- 
troffen, so spielen diese im Gleichgewicht jedes der beiden darch 
den Schnitt getrennten Facbwerksteile die gleiche Bolle, wie die be- 
kannten äafseren Kräfte and können mit diesen als darch die ge- 
meinsame Mittelkraft R (Fig. 107) bezw. die Momente Jf«, if« and 
M,j aasgedrückt gelten. Ist zanächst keine von allen Stabkräften 
des Fach Werks bekannt, so bedingt die Anwendbarkeit beider Ver- 
fahren, dals der erste Schnitt tt so gelegt werden kann, dafs über- 
haupt nar drei Stäbe geschnitten werden. Das ist, wie man sich 
leicht überaengt, bei Dreiecksfach werken wie überhaupt bei »ein- 
fachen*' Fachwerken immer möglich. Bei „abgeleiteten'' 
Fachwerken indes ist, wie weiter anten noch zu zeigen sein wird, 
diese Bedingung nicht immer erfüllbar, und obige beiden Ver&hren 
werden daher bei diesen auch nicht immer direkt anwendbar sein. 

Legt man, wie vielfach zweckmäfsig, den Schnitt tt so, dafs 
nur ein Knotenpunkt abgetrennt wird, und benutzt dessen Gleich- 



IIa. Sestimmuny der Stabkräfte; allgemeine» Verfahren, 



235 



gewicht ftlr die Bestimmang der Stabkräfte, so darf die Zahl der 
nobekannten Stabkräfte bei jedem Schnitt nur gleich swei sein, 
weil alle miteinander im Gleichgewicht befindlichen Kiäfte jetzt an 
diesem einen Punkte angreifen and nur zwei Gleichgewichts- 
bedinguDgen unterliegen. Ist von allen Stabkräften des Fachwerks 
noch keine bekannt, so darf in diesem Falle der erste Schnitt 
fiberhanpt nur zwei Stäbe treffen. Das ist wiederum bei allen 
„einfachen" Fachwerken stets, bei den nabgeleiteten" da- 
gegen nicht immer möglich. 

Bei Trennting nur eines Knotenpunktes gestaltet sich das 
graphische Verfahren wie Fig. 108 a zeigt Im Knoten n treten 
drei Stäbe, S^, 8, und 

S3 zusammen und greife ^'*' '^^■ 

anltwrdem eine äufsere 
Kraft P an. Von den 
Stabkräften sei Sj be- 
kannt. Wir fögen im 
Krafteck (Fig. 108 ft) P 
und 1S3 zu dem Strecken- 
zage 123 zosammea 
und erhalten in dessen 

Schlufs]inie_l 3 die Mittelkraft beider Krllfte. Zieht man noch durch 
1 and 3 4J^||Si und 341^2, so sind im schliefsenden Srafteck 
12341 34 = Sj (negativ) und41 = Si (positiv). 

Fflr die bei Fachwerkbalken zumeist rorkommende lotrechte 
Belastang erhält man eine allgemeine Darstellung der Stabkraft 
irgend eines Wandgliedes aus „. .„g 

der Bedingung der Nullgleich- 
heit je der Summe aller lot- 
und wagerechten Kräfte. 

Mit Bezug auf Fig. 109 
lauten die beiden Gleichungen 
Q, — (O- sin w + f'sin v) 

— 2>sin<3 = nud 
Ocosw— C^-cosv— Z?-cosd=0, 
worin Q, als Mittelkraft aller links vom Schnitt angreifenden äufseren 
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Erftfte die Bedeutung einer Querkraft hat. Die Lösung für 2>sind 
und 2>«C08d ergibt 

4) Dsind^Q —(Osincj + U'Sinv) und 

5) Z> cos d = O • cosa> — Z7- cos V. 

Qleiofaung 4 stimmt mit Gleichung 2 S. 207 für den Vollwand* 
träger überein, wenn man beachtet, dafs 2>'Sind im Gleichgewicht 
der änfseren und inneren Kräfte die gleiche Wirkung hat, als der Scher- 
widerstand Y der Wand des Vollwandträgers. Setzt man in 61. 5 mit 
Bezug auf Fig. 109 und Gl. 1 u. 2 ohne Rücksicht auf die Vorzeichen von O 

und U = 4^ = ^-^^ und u^^^-^r^^. so folgt 

lu A„cosa> lo hooosv ° 

0) 1>C08Ö = ^ i--, 

I 

worin allgemein Mu und Mo die Momente der äufseren Kräfte in 
Bezug auf den unteren und oberen Endpunkt der Strebe, A« und ho 
die Trägerhöhen in diesen Punkten bedeuten. In Fig. 107 und 109 
hat die Strebe ou nach links ansteigende Richtung. Man erkennt 
leicht, dafs obige beiden Gleichungen in unveränderter Form auch 
für nach rechts ansteigende Wandglieder Gültigkeit haben. Das 
Vorzeichen der Differenz rechtsseits der Gl. 6 ist stets auch das der 
Stabkraft Z> des Wandgliedes, einerlei ob dasselbe nach links oder 
rechts ansteigt, d positiv oder negativ ist. (Vergl. Stab ou und 
2iiO Fig. 109.) 

Gleichung 6 ist nur zur Bestimmung der Stabkräfte geneigter 
nicht lotrechter Wandglieder, d. h. für Winkel — 90o<:d<: + 90^ 
anwendbar, weil für d=» + 90^ cosd-Z>=0 wird. Gleichung 4 
dagegen liefert für alle Neigungen 0^0^ + 180° bestimmte Werte 
von 2>, und zwar ist für 0<:d<:90^ (links ansteigende Streben) 
das Vorzeichen von 2> gleichstimmig, für 0>d>90^ (rechts an- 
steigende Streben) ungleichstimmig mit der rechten Seite der 
Gl. 4. Sind die Gurtungen beide wagerecht (parallel), der Träger 
also ein sogenannter Parallelträgeri (o und v zugleich Null, so 
nimmt Gl. 4 die Form an 
7) l>8ind = 0. 

Je nachdem ö positiv oder negativ ist, die Streben nach links 
oder rechts ansteigen, ist jetzt D im Vorzeichen gleich- oder un- 
gleichstimmig mit der Querkraft Q. Besteht das Wandsystem aus 
wechselweise links und rechts ansteigenden Gliedern, so sind die 
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Stabkräfte der ersteren gleich-, die der letzteren angleichstinimig mit Q. 
Lärst man daher in solchem Falle entweder die rechts- oder die links- 
ansteigenden Glieder in Vertikalen übergehen, so dafs sin ö gleich + 1 
wird, so erhält man für die jetzt mit V zu bezeichnende Stabkrafb 

8) +F=0. 

Je nachdem bei einem Parallelträger neben Ver- 
tikalen links oder rechts ansteigende Diagonalen ?or- 
handen sind, sind die Stabkräfte D der Diagonalen 
gleich- oder ungleichstimmig, die Stabkräfte V der 
Vertikalen dagegen ungleich- oder gleichstimmig mit 
der Querkraft Q. 

b) Anwendung anf den einfachen Faehwerkbalken mit lotrechter 

Belastung. 

Die Anwendung der unter a in ihrer allgemeinen Gestaltung 
dargelegten Verfahren zur Bestimmung der Stabkräfte eines ein- 
fachen Fach Werks nach Gulmann und Ritter kann bei nur lot- 
rechten äufseren Kraftangriff vielfach zweckmäfsig mit Hülfe eines 
Kraft- und Seilecks geschehen. 

Fig. 110 a stellt die eine Hälfte eines einfachen symmetrischen 
Fachwerksbalkens mit wechselweise links und rechts ansteigenden 
Wandgliedem dar, der in den Endknoten 1 und 9 statisch bestimmt 
gestützt ist und beispielsweise in den Knoten 2, 4, 5, 6 und 8 gleiche 
Lasten P trägt. Das äufsere Gleichgewicht wird durch die in 
bekannter Weise ermittelten im Krafteck Fig. 110 durch die 
Strecken 7'!' = ^, 6' 7' = ^*) dargestellten Stützkräfte hergestellt. 
Die Mittelkraft der links ?om Schnitt tt angreifenden äufseren 
Kräfte A und P2 erscheint im Krafteck in der Strecke T 2' und soll als 
Querkraft mit Q bezeichnet werden. Ihrer Lage nach geht ^ie durch 
den Schnittpunkt «i der Seilecksseiten II und VII (Fig. 110 c). 

Zur Bestimmung der durch den Schnitt tt frei gewordenen 
Stab kräfte Ui , 2>i und O2 nach Culmann ziehen wir im Kraf teck 
2^ I! ^ ujid T 8' II f3 , wodurch 8' festgelegt ist Ferner 8' 9' f 2 3 
und 9' 2' il 2 4 , wodurch 9' bestimmt wird. Das Gleichgewicht des 
Trägerteiles links vom Schnitt tt wird nun durch das schliefsende 

*) Das Krafteck in Fig. 110 6 ist nach unten abgebrochen, so dafs die 
Punkte 5' und 6' und der Stützdmck B nicht erscheinen. 
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Erafteck 7'2'9'8'7' an^fedrückt, worin 8'7 =ri, 9'8' = 2)i und 
2'9'«s02 ist Znr direkten Beetimmung nor der Stabkraft D 
wfirde das Erafteck 2'10'7' gefUirt haben, in dem 7' KT,: 23, 
2' ICy V/ ond KT 7' = A ist. 



1 \ 



Fig. 110. 



/ ■ 



/ I 




Mit H als Polweite des Seilecks und mit den sonst aus der 
Figur ersichtlichen Bezeichnungen erhält man nach Ritter mit Be- 
zug auf Gl. 1, 2 und 3 S. 234/35 



1) 






U 



h 
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2) 02 = --7-^=« T-^ und 



^3 




h 




H . 


* 



3) A = 

Da M2 und Jfs an sich positiv sind, ist U^ eine Zug- und 
O2 eine Druckkraft Mg ^ Ug • J7 ist in vorliegendem Falle negativ 
(der Abschnitt u wechselt in a' sein Vorzeichen, Q dreht in Bezug 
auf g links herum), daher 2>i positiv. 

Die Ausdrücke der GL 1—3 für die Stabkräfte C/;, 0^ und 
Dx können leicht auch geometrisch konstruiert werden. 

Zu einer unter Umständen vorteilhaften geometrischen Darstellung 
der Stabkräfte gelangt man wie folgt: Man wählt die Pol weite H gleich 
einem Vielfachen des wagerechten Abstandes X der Knotenpunkte von- 
einander, so dafs H^nX wird und setzt mit Bezug auf Fig. 1 10 a in Ol. 1 

u. 2 Z2 = *2"Cosvi, Z3 = /tg-cosci>2. Dann wird C^i=t ^ und 

/I2 • cos V| 

Oo = ^^ ^. Nun ist = i>3 und = f?2 und dem- 

* A3«C0e6>2 COSVj COSW2 

- i_ TT n«(?2-i/^ , ^ rfho-n-i 

nach auch [7i= — 7 — ^ und ©2 = — = — -• 



Macht man nun im Liniennetz des Fach werks 3 2; = 1^2 1 ^d^u^ 
und zieht iXjiSl und J7l|2T, sojst A^*^3oo3«>2 und A^^3csd/\3c2 

und daher — -— ^ = ijk und ^^ = de. Somit üi^n-ih und 

^2 ^3 

02^n'de, oder, wenn man die Multiplikation der als Kräfte 

geltenden Strecken ik und de mit der ganzen Zahl n durch Ver- 
wendung eines n-fach kleineren Kräftemafsstabes berücksichtigt, als 
er im Krafteck (Fig. 110^) benutzt wurde, einfach Ui^ik und 
02^= de. 

Man erkennt nun leicht auch, dafs die Strecke «t in vollem 
Umfange die Gl. 5 S. 236 befriedigt, wenn man sie an die Stelle 
der Stabkraft 2> treten läfst; es ist also D'^ei. Aus Gl. 4 
S. 236 und der Fig. 110 a erkennt man weiterhin, dafs die Strecke 
kd=Q, gleich der links vom Schnitt tt wirkenden Querkraft sein 
muls. Diese und die Stabkräfte Uu O2 und D^ bilden das 
schliefiende Krafteck deikd, das ersichtlich ähnlich ist dem Vier- 
eck 9' 2' 7' 8' 9' der Fig. 110 h. Letzteres ist w-mal so grofs als 
ersteres. 



^■P} y ^ft^tr A%i^j^t^»cf.. E-'i^'C^'ii mmi Fett*yk^^ ■"*. 



■fr»^. 



In gleicher Weü« mA tb alle ibrigei Stlke de 
Ba!k«m 4ie äubkrifte b»tinimL In ciaCini Feide. vo «. =0, gekt 
da^i Kxltmmeitfk in etn Dreieek über; die Kräfte 0| and U^ 
$tf!hf^ allein mit der Querkraft, d. L hier mit der Stotzkiaft A. im 
GWcbgewieht 

Besteht das Sj^tem der Wandglieder ans DiagoiialcD vnd 
Vertikalen, so bleibt das Verfahroi zur Bestimmniig da* Stabkrifke 



Flg. lila 



in den Gartnngen and 
Diagonalen r^IIig ange- 
ködert ^ wie dai» dem 
Sebnitt tt enii^predien- 
de Krafteck d^ik (Tig. 
lila) erkennen läfst, in 
dem kd die im n-ten 
Felde herrschende Qaer- 
kraft (in darstellt Die 
Sfabkräfte in den Verti- 
kalen erhält man da- 
gegen wie folgt: Den 
links ansteigenden Dia- 
gonalen gegenüber sind 
die Vertikalen als rechts- 
ansteigende Wandglieder 
mit dem Neigungs- 
winkel <J «— 90 ^ sind 
» — 1 anzusehen. Setzt 
man daher fDr den 
Schnitt t't' in Gl. 4 
8. 21») />sin(— 90^') 
■" " ^n» vertauscht O 
mit o„, r mit Un.\ i 
und (^ mit Qn (Querkraft 
links vom Schnitt t't'}, so erhält man 
4) r= - (^>; + (OnSin w„ + r„ + 1 sin v„ + i) . 

Forner aus (il. 5 S. 236 mit co9(900) = 

T)) (> = OnC08W„— t^„^.lCOSV„^.i. 

Letzterer Gleichung zufolge ergibt sich die noch anbekannte 
Stabkraft r„.| i aus der bereits bekannten O», indem man in 
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Fig. lila el\;nf(n! + 1) zieht, in der Strecke e l 
der Figur folgt nuü ferner O« sin w» + Un +, i sin v« + 1 



Z7„ 4- 1 . Aus 
d l und daher 



6) 



Vn^—Qln+dl. 



Greifen nun alle Lasten in den Knotenpunkten der oberen Gurtung 
an, so ist Q; = Q„=Ä;d und daher Vn = — {hd — dl)^ — kl = lk, 
d. h. abwärts gerichtet, eine Druckkraft; alle Kräfte links vom 
Schnitt t't' bilden das schliefsende Krafteck delkd. 

Greifen dagegen auch an den Knotenpunkten der unteren 
Gurtung, oder nur an diesen, Lasten an, und zwar im Knoten n 
die Last P„, so ist (^n^Qn—Pn nnd daher Vn-= — {Qn — Pn — dl) 
= — (Ä: Z — P„) . Macht man daher (vergl. Fig. 1115) mk=^P^, 
80 wird 1^»= — 7nl=lm. 
Die Kräfte links vom Fig. in 6. 

Schnitt t't' bilden das 
schliefsende Krafteck 
deljiikd . 

Diese zeichnerische 
Bestimmung der Stab- 
kräfte im Liniennetz des 
Fachwerkbalkens ge- 
staltet sich sehr einfach 
und kann auch ohne 
Zeichnung eines Seilecks 
ausgefflhrt werden, wenn 
die Momente der äufse- 
ren Kräfte in Bezug auf 
die Knotenpunkte be- 
rechnet sind. Man kann dann zufolge der Beziehung, Mn = i(n'H 

= «„.n.^, setzen u,= ^- 







kleineren Maisstabes für 



u 



n 



oder bei der Wahl eines n-fach 
auch Kn = -^ benutzen. 



Fig. 112 zeigt die Anwendung des Verfahrens auf einen so- 
genannten Trapezträger, der symmetrisch und symmetrisch belastet 
ist Die Lasten greifen in den Knoten des Obergurtes an. Die 
Stabkraft V^ im Stabe 44' wird wegen des Bichtungswechsels der 
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16 



'I^i ' Vrt«r JLvt0^mt^ L -«r -zx. »v r«.g 







1^ 







H'5X 



welcbM ergibt ^4«-— P4. Fj erhält man ans dem Gleichgewicht 
am unbelatteten Knoten V zu Null. 



c) Rrftftepläne. 

Handelt es sich um die graphische Ermittelung aller Stabkrftfte 
eines einfachen Fachwerkes, so verfthrt man, wie oben bereits er- 
wähnt, zweckmftrsig so, dafs bei jedem Schnitt nur zwei unbekannte 
Stabkräfte getroffen werden. Bei systematischer Aneinanderreihung 
der aaszufflhrenden geometrischen Konstruktionen im Krafteck ent- 
steht ein sogen. Kräfteplan, der alle äufseren Kräfte und Stabkräfte 
in abersiohtlioher Anordnung enthält. 

Kin beliebiges Dreiecksfachwerk 12 3456 (Fig. 113a) sei in 
seinen Knoten von beliebigen Kräften P^ , Pj » • • ^e ergriffen. Das 
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äofiere Qldchgewicbt der Erftfte P^^ P^^.. .P^ f&hrt zan&chst 
zu dem schliefsenden Krafteok (1 2) (23)... (4 5) (5 6) (6 1) 
(Fig. 113 {^)» dessen Eckpunkte als Schnittpunkte der Erftfte P^ und 
P3 , P2 und P3 usw. mit (1 2) (2 3) usw. bezeichnet sind. Die Stäbe 

Fig. 113. 




des Fachwerks wie die in ihnen tätigen Stabkräfte sollen mit J, 
11^ III . . . IX bezeichnet werden. 

Am Knoten 1 halten sich die Kraft P^ und die Stabkräfte 
I und VI das Gleichgewicht Ziehen wir daher im Krafteck durch 

(1 2) und (6 1) (1 2) a I! 1 2 und (6^1) a || 1 6 , so_wird im Dreieck 
(12)a(61) die Stabkraft /=(12)a und F/=a (61). 

16» 
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Wir schneiden nun nach tt; dann wirken am Teil links vom 
Schnitt die äniseren Kräfte Pi und P2 und die Stabkräfte F/, 
VII nnd II, von denen nur die beiden letzten nnbekannt sind. 
Zieht man durch a nnd (23) a 6 1| 2 6 und (2 3) 6 1| 2 3 , so erscheinen 
die Kräfte Pi , P2, FT, VII und II im Krafteck (6 1) (1 2) (2 3)ba 
yereinigt und es ist die Stabkraft J7=(23)ft und VII ^ ha. 

Den Schnitten Vi und t"t" entsprechen die Kraftecke (23) 
hc (56) (61) (12) (2 3) und (34) de (56) (61) (12) (23) (34) 
nnd aus denselben erhält man die Stabkräfte VIII =bc, V=c (5 6). 
IX=^dc und IZJ=(34)d. Durch den Schnitt r'«'" wird nur 
noch die unbekannte Stabkraft IV getroffen. Diese aber ist nach 
Bichtung und Gröfse im Kräfteplan schon yorhanden, nämlich in der 
geraden Verbindung der Punkte (45) und d. Der Ffeilsinn dieser 
Kraft fällt für den Teil links vom Schnitt, an dem die Kräfte III^ 
IV, P5, Pß, Pi, Pj und P3 sich das Gleichgewicht halten, das 
schliefsende Krafteck (3 4) d (4 5) (5 6) (6 1) (1 2) (2 3) (3 4) büden, 
in die Bichtung e/(4 5), und im Gleichgewicht der Kräfte III ^ 
IV, P4 am Knoten 4 (Krafteck (34)J45) d) in die Bichtung 
{Aö)d. Der Umstand, dafs (2(4 5)||45 sein mufs, bildet eine 
Kontrolle des ganzen Kräfteplans. 

Den genau gleichen Kräfteplan erhält man, wenn man nach- 
einander das Gleichgewicht der Stabkräfte und der äufseren 
Kräfte an den einzelnen Knotenpunkten betrachtet Dem Gleich- 
gewicht an den Knoten 1, 2, 3 usw. entsprechen die Kraftecke 
(1 2) a (6 1) , (2 3) 6 a (1 2) , (3 4) d c 6 (2 3) usw., wobei bezüglich des 
Ffeilsinnes der Stabkräfte zu beachten ist, dafs jede Stabkraft im 
Gleichgewicht zweier benachbarter oder gegenüberli^ender Knoten 
auftritt, in beiden aber entgegengesetzten Pfeilsinn aufweist Die 
Stabkraft VII z. B. ist am Knoten 2 (Krafteck (12) {23)ba) von 
h nach a und am Knoten 6 (Krafteck (5 6) (61) ab c) von a nach 
b gerichtet. Bei der in Fig. 113 a gezeichneten Form und Lage 
des Fachwerks, der Gröfse und Bichtung der äufseren Kräfte, haben 
alle Gurtstäbe und Wandglieder Druckkräfte zu leisten. 

Die in der dargelegten Weise entstehenden Kräftepläne sind 
in ihren bemerkenswerten Eigenschaften von Cremona zuerst 
untersucht und werden daher vielfach nach ihm benannt. 
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Den Figuren 113 a und 1136 lassen sich folgende f&r die 
Zeichnung des Krftfteplans unter Umständen mit Vorteil verwend- 
bare Beziehungen entnehmen: 



1. *)In der Fig. 113 a bilden 

die Stäbe J, VII VI das Dreieck a 

„ „ IIVIIIVII^ . b 

usw. 



jt 



2. In Fig. 113 a trennt 
der Stab VII die Dreiecke a u. 6 



VIII 



ff 
usw. 



f> 



b n. c 



3. In Fig. 113 a verbindet 
der Stab I die Funkte 1 u. 2 



// 



ft 
usw. 



2 u. 3 



In Fig. 1136 schneiden sich die 
Kräfte /, VII VI im Punkte a 

IIVIIIVII r> « b 
usw. 



J9 



ff 



In Fig. 1136 trennt die 
Stabkraft VII die Funkte a u. 6 



ff 



VIII 



ff 

usw. 



6 u. c 



In Fig. 1136 geht die 
Stabkraft I durch den Punkt (1 2) 

ff II ff ff ff (23) 
usw. 



Wirken auf ein Fachwerk nur unter sich parallele äufsere 
Kräfte, wie z. B. bei einem Fachwerkbalken die etwa lotrechten 
Lasten und Stützwiderstände, so fallen die Eckpunkte des Kraftecks 
der äufseren Kräfte (1 2) (23) (3 4) ... in eine Gerade zusammen. 
Wird nur eine Gurtung von äufseren Kräften ergriffen, verschwinden 
beispielsweise in Fig. 113 a die Kräfte P^ und P3, so fallen im 
Kräfteplan Fig. 1136 die Punkte (12) (23) und (34) zusammen, 
die Stabkräfte 7, II und III schneiden sich in einem Punkte. 

In folgendem sollen fär einige öfter vorkommende Träger- 
formen die Kräftepläne entwickelt werden. 



1. Der Bogensehnenträger (Fig. 114a und 1146). 

Einen in seiner oberen Gurtung nach irgend einem Gesetz 
symmetrisch gekrümmten in der unteren Gurtung geraden Fach- 
werkträger pflegt man „Bogensehnenträger'' zu nennen. Liegt die 
gerade Gurtung des Trägers oben und ist die untere gekrümmt, 
so nennt man ihn „Fischbauchträger''; sind beide Gurtungen 
gekrümmt „Linsenträger'^. 



*) Vergl. Müller-Breslau, Graph. Statik Bd. I, 3. Aufl. S. 214. 
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Der in Fig. 114 a zur Hälfte dargestellte symmetrische Bogen- 
sehnentrftger wird nnr in den Knotenpunkten der unteren Qurtung 
von der überall gleichen Last P ergrüFen. Diese bilden mit den 
Stfltzwiderstftnden ^»SV^P in A und £==3V2P in B das 



Fig. 11 4. 




.-(i^ 
-^6) 



schliefiende Krafteck (0 1) (1 2) (2 3) . . . (7 8) (8 9) (0 1) (Fig. 114 t), 
wobei zu bemerken ist, dafs die etwa auf die gestützten Knoten- 
punkte und 8 entfallenden Lasten ^/^ direkt auf die Stützen 
übergehen und ohne Einflufs auf die Stabkr&fte bleiben. Die Entr 
stehung des Kräfteplanes ist ohne weiteres ersichtlich. Die Stab- 
kräfte Ol bis Og der oberen Gurtung, deren Knotenpunkte unbelastet 
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sind, schneiden sich strahlenförmig im Punkte (89), in dem die 
StfitzkrBfte '^ and B zusammentreten. 

Den Schnitten tt^ t't\ f't" usw. entsprechen die schliefsenden 
Kraflecke (89) (01)a(8 9), (8 9) (Ol) (12)fta(8 9), (8 9) (Ol) 
(12)i>c(8 9) usw., in denen {01)a^Ui, a(89) = Oi, ba = Vi, 
(12)6 = Z72, 6(?=2>i, <?(8 9)-=02 «8^- «nd. 

Wie aus den Gl. 4 und 5 S. 236 ersichtlich und auch darcb freie Oberlegang 
verständlich, nehmen die Stabkräfbe in den (xnrtstäben neben denjenigen in 
den Wandgliedern einen von ihrer Neigung (oi, v) abhängigen Anteil an der 
Übertragung der Querkraft. Bei wagerechten Gnrtungen yerschwindet jene 
Anteilnahme und die Querkraft ist von den Waudgliedem allein aufzunehmen. 

Bei der in Fig. 114 a angenommenen Gestaltung des Bogensehnentr&gers 
haben die Yertijcalen alle positive Stabkräfte F,, F^, F, und F« zu leisten. 
Gestaltet man den Obergurt zwischen den Punkten V und 4' wagerecht, indem 
man dem Trager Trapezform gibt, so geht der Er&ftezug der Wandglieder im 
Eräfbeplan von der Lage ahcdefg über in die Lage a'h'& d'e'f'g', in 
welcher die Strebenkräfte alle bei gleichbleibendem lüchtungssinn erheblich 
gröÜBcr ausfallen, die Stftnderkräfte F, und F, ihren Richtungssinn umkehren 
und absolut genommen gleichfalls gröfser werden, während F^ unverändert 
bleibt und F^ verschwindet. 

Man erkennt aus dem Kräfbeplan auch leicht, welche Richtung die Stäbe 
V2', 2' 3' und 3' 4' des Obergurtes erhalten müfsten, damit die Strebenkräfke 
Dl, Dj und 2)3 verschwinden. Es müfste der Punkt c mit b, e mit d und 
g mit /'zusammenfallen, wodurch die Richtung der Strahlen (89)a, (89)5, 
(Sd)c usw. im Kräfteplan (Fig. 114 &) festliegen, denen die entsprechenden 
Stäbe des Obergurts parallel sein müssen. Dabei würde der Kräftezug der 
Wandglieder in eine Lotrechte durch a übergehen, Fi = F2= Fg= F4=P und 
die Stabkräfbe des Untergurtes alle gleich Ui = (0\)a werden, wenn man bei 
der Gestaltung des Obergurtes von der Richtung des Stabes Oli' ausgeht. 

2. Der belgische Dachträger (Dachstahl). 

Als lotrechte ständige Belastung kommt in Frage diejenige 
durch das Eigengewicht des Trägers selbst und des Daches, sodann 
zeitweise auch Schneelast. 

Neben dieser lotrechten Belastung komint noch der senkrecht 
gegen die Dachfläche wirkende Winddruck in Betracht Der Anteil 
der lotrechten Lasten und des Winddrucks an den Stabkräften soll 
getrennt festgestellt werden. 

Was zunächst die lotrechten Lasten anlangt, so ist die ständige 
Belastung als gleichmäfsig verteilt über die wagerechte Projektion 
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des Daches anzanehmen« * Die Schneelast kann das ganze Dach, 
unter Umständen aber auch nur Teile desselben bedecken. Die 
gröfsten Stabkräfte in den Gartangen entstehen, wenn das ganze 
Dach gleichmärsig und tunlichst hoch mit Schnee bedeckt ist; denn 
alle lotrechten Lasten, wo sie sich zwischen den^ Stützpunkten auch 
befinden mögen, liefern positive Beiträge zu den Enotenpunkts- 
momenten Jf» und Mo (vergl. S. 233/34) und folglich auch gleich- 
sinnige Beiträge zu den Stabkräften aller Gurtstäbe. Dieselbe volle 
Schneelast fQhrt auch, wie man sich leicht überzeugt, die gröfsten 
Stabkräfte in den Wandgliedem herbei Ist nämlich, wie meistens, 
der Dachträger so gestaltet, dafs sich die geraden Garten in den 
Auflagern schneiden (Fig. 115), so fällt der Momentendreh punkt 
für alle Wandglieder der linken Hälfte in das linksseitige Auflager. 
Der von Lasten in irgend einer 
Lage in J erzeugte Stützdruck Fig- H^- 

bleibt, weil durch den Drehpunkt 
gerichtet, ohne Einfluls auf die 
Stabkraft des durchschnittenen 
Wandgliedes. Alle Lasten rechts 

vom Schnitt wirken auf das Trägerstück links desselben aber nur 
durch den von ihnen erzeugten Stützdruck, liefern also keinerlei 
Beitrag zu der Stabkraft des betr. Wandgliedes. Alle Lasten 
links vom Schnitt erzeugen selbst in Bezug auf Ä ein positives 
Moment, also in links ansteigenden Wandgliedern n^ative, in 
rechts ansteigenden positive Stabkräfte. Volle Belastung links 
vom Schnitt führt also die absoluten GrGfstwerte der Stabkräfte 
in den Wandgliedern herbei, während die Belastung rechts vom 
Schnitt für dieselben indifferent ist Zuweilen ist der Mittelstab 
des Untergurtes wagerecht und höher gelegen als die Stützpunkte 
A und B (vergl. Fig. 116 a). Dann fällt für einen Schnitt, der 
diesen Mittelstab trifft, der für die Bestimmung der Stabkräfte in 
den beiden anschliefsenden Wandgliedern mafsgebende Momenten- 
drehpunkt zwischen die Auflagerlote und alle Lasten liefern positive 
Beiträge zu dem Moment und gleichsinnige Beiträge 'zu der Stab- 
kraft des durchschnittenen Wandgliedes. Für so gelegene Wand- 
glieder tritt der absolute Gröfstwert der Stabkraft daher nur für 
volle Belastung des ganzen Trägers ein. 
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Eräfteplan für lotrechte Belastung. 

Ist jPi die Gröfse der wagerechten Projektion der auf einen 
Knotenpunkt des Obergurts entfallenden Dachfläche, q die gröföt- 
möglichste lotrechte Belastung der Flächeneinheit der wagerechten 
Projektion der Dachfläche (ständige Last und Schneelast), so kommt 
auf einen Knotenpunkt eine Last P—q-Fi. 

In Fig. 116 a ist die eine Hälfte eines symmetrischen belgischen 
Dachträgers dargestellt und bei gleicher Teilung des Obergurtes in 

Fig. 116. 




allen Knotenpunkten die gleiche Last P angenommen. Die auf 
die gestützten Endknoten entfallendenLasten ^j^ gehen wieder, ohne 
auf die Stabkräfte zu wirken, in die Stützen über. 

Der Ktäfteplan für die linke Trägerhälfte, der auch für die 
rechte Hälfte gilt, ist in Fig. 116 & dargestellt. Der Stützdruck A 
ist gleich 3V2P, (4P— -P/j) gleich der Strecke TF. Da die 
untere Gurtung unbelastet ist, schneiden sich die Stabkräfte derselben 
Uly U2, U^ und U^ in einem Punkte T, während die Stabkräfte 
des Obergurtes O^, O2, 0^ und O4 in paralleler Lage durch die 
Knotenlasten P^FJ=JK= KL getrennt sind. Zwischen beiden 
Kräftegruppen fügt sich der Zug der Stabkräfte in den Wand- 

gliedem Fj , 2>j , F2 , I>2 » ^\ ^^^ -^3 ^^' ^^^ nacheinander durch 
die Trägerhälfte geführten Schnitte tt treffen die Stabkräfte O^ und 
Ui mit A im Gleichgewicht (Krafteck FM T) , L\ , Vi und O^ mit 
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A und P im Gleichgewicht (Krafteck JNMTFJ), O^, D^ und 
U^ mit A und P im Gleichgewicht (Krafteck JNQ TFJ) U^ , V^ 
und O3 mit ^ und 2 P im Gleichgewicht (Krafteck KBQTFJK) 
usw. Die Stabkräfte der links ansteigenden Wandglieder F^, F2, 
F3 und F4 sind Druckkräfte (negativ), die der rechts ansteigenden 
Zugkräfte (positiv). 



Kräfteplan für den Winddruck. 

Die Dachfläche schliefse mit der wagerecht angenommenen 
Windrichtung den Winkel a ein. Dann berechnet sich die auf 
einen Teil derselben von der Grölse F entfallende, im wesentlichen 
senkrecht zu ihr wirkende Druckkraft des Windes nach der Lehre 



vom Stofs der Gase zu N=2y'F* 



v^ sin *a 



29 



(v Dichte der Luft). 



Der Winddruck bezogen auf 1 ^^ rechtwinklig zur Windrichtung, 



also lotrecht gestellter Fläche wird dann mit sina=l w = 2v 



2ff 



und demnach, durch co ausgedrückt, N=s\n^aF-w. Ist F die 
Gröfse der auf einen Knotenpunkt des Obergurtes gestützten Dach- 
fläche, so ist ^Y die in jedem Knoten angreifende, senkrecht zur 
Dachfläche gerichtete Druckkraft des Windes. 

Fig. 117. 
C Q ^ 




Die Kraft N kann man leicht anch darch Zeichnung finden : Man mache 
nach beliebigem Mafsstahe (Fig. 117) CB=^wF^ ziehe CJ& senkrecht zur 
Dachfiäche und EG lotrecht; dann ist OG^ = (7-E7sin a = OD sin«« 
= w^-sin«a = ^. Der Einheitsdruck w kann bei atärkstem Sturm und 
freier Lage 200— 250i«/m» erreichen. 

Da immer nur eine Seite des Daches vom Winde getroffen 
werden kann, so mufs diese einseitige Windkraft allein mit den 
Stützdrücken in A und B im Gleichgewicht sein, wenn man bei 
Beurteilung lediglich der Wirkung des Winddruckes den Träger 
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selbst als gewichtslos annimmt Die Oesamtdrackkraft des zanächst 
von links angenommenen Windes ist nach Fig. 118 a gleich 4 N; 
sie mnis sich mit den Stützdrücken A und B in einem Punkte S 
schneiden. Ist bei der statisch bestimmten Lagerang des Trägers 
A als wagerecht verschiebliches, B als festes Stfltegelenk aasgebildet, 
so ist der Stfltzdrack A lotrecht and iS liegt senkrecht über A, 
Macht man im Erafteck (Fig. 118 b) FP^4:N und zieht durch P 
eine Parallele za BS und durch F eine Lotrechte, so ist im 



Fig. 118. 




schliefsenden Krafteck FPTF TF^ A und PT== W. Damit 
sind alle auf den Träger wirkenden äufseren Kräfte bekannt und 
die Zeichnung des Kräfteplanes kann geschehen. 

Die nacheinander durch die Trägerhälfte geführten Schnitte tt 
treffen die Spannkräfte U^ und O^ mit A und iY/2 im Gleichgewicht 
(Krafteck JR TFJ\ U^ Fi und O^ im Gleichgewicht mit A , N/2 
und N (Krafteck KXB TFJK), O^D^ und L\ mit A, N/2 und N 
im Gleichgewicht (Erafteck KXZTFJK) usw. 
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Die Stabkräfte des unbelasteten Untergurtes gehen dorcfa den- 
selben Pnnkt T^ diejongen des belastet«! Obergnrtes sind durch die 
Enetenlasten N getrennt Im Znge der StabkrSfte der Wandglieder 
folgen sieh ViDyV^D^V^D^U^. Die folgerichtige Darchfuhrung 
des Eräfteplanes ergibt die StabkrSfte in den Whndgliedem in der 
unbelasteten TrSgerh&lfte rechts Ton D^ durchweg gleich Null und 
die Stabkräfte in der oberen und unteren Gurtung je unter siiä 
gleich, nämlich erstere alle gleich O5 und letztere alle gleich ^"5. 
Zu diesem Ergebnis gelangt man auch durch folgende Überlegung: 
fOhrt man einen beliebigen Schnitt durch die unbelastete rechte Hälfte, 
so trifft dieser beide Ourtungen und irgend ein Wandglied. Die 
rechts TOm Schnitte angreifenden vier Kräfte, die drei Stabkräfte 
und der Stützdruck B^ müssen miteinander im Gleichgewicht sein. 
Die beiden Gurtstabkräfte schneiden sich mit dem Stützdruck B 
in B. Da nicht auch die Stabkraft des geschnittenen Wandgliedes 
durch den Punkt B gerichtet ist, so muis diese gleich Null, und 

Fig. 119. 
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die dorch B geheDden drei Kräfte unter sich im Gleichgewicht sein. 
Das gilt für alle möglichen Schnitte durch die sich in B schneidenden 
Qurtstäbe und ffthrt für alle zu dem Krafteck PTYP, Von der 
Dachneigung a hängt es dabei ab, ob beide Stabkräfte O5 und U^ 
Druckkräfte sind, oder nur erstere eine solche, aber letztere eine 
Zugkraft oder Null ist. Liegt der Punkt S (Fig. 1186) und daher 
auch der Stützdruck B in der Richtung des Öbergurtstabes, so wird 
^"5 = ; liegen beide unterhalb desselben, so wird TJ^ eine Druck- 
kraft, liegen sie, wie in Fig. 118 a, oberhalb, so wird U:, eine 
Zugkraft. 

Weht der Wind von rechts (Fig. 119 a), so liegt der Schnitt- 
punkt S der Gesamtdruckkraft 4 .Y des Windes mit dem lotrechten 
Stützdruck in A unterhalb A^ wodurch wiederum auch die Bichtung 
des Stützdruckes in B bekannt ist. Das aus der nach Gröfse und 
Richtung bekannten Kraft 4iV und den nur in ihren Bichtungen 
bekannten Stützdrücken A und B gebildete Krafteck, Fig. 1192), 
ergibt die Gröfse der letzteren. Im übrigen entwickelt sich der 
Kräfteplan wie für linksseitigen Winddruck, wobei jetzt die Gurt- 
kräfte Ol bis O4 und üi bis U^ je einander gleich und alle Wand- 
glieder links von D^ spannungslos werden. 

Von den beiden Spannkräften, die durch die Kräftepläne, 
Fig. 1186 und Fig. 1196, für jeden Stab bei von links und rechts 
kommendem Winde ermittelt sind, ist je nur die gröfsere bei Be- 
rechnung der Stärkenabmessungen der Stäbe zu benutzen und zu 
diesem Zwecke der aus der lotrechten Belastung bestimmten Spann- 
kraft hinzuzufügen. 



3. Kräfteplan eines Wiegmann-Polonceau-Dachträgers. 

Der in Fig. 120 a dargestellte Dachträger kann als aus den 
beiden steifen gegliederten Scheiben aec und hfc^ welche einfache 
Dreiecksfachwerke sind, entstanden angesehen werden. Im Sinne 
der Darlegungen auf S. 223 sind beide Scheiben in c drehbar ver- 
bunden und durch Einfügung des Stabes ef gegeneinander festgelegt. 
Die wirklichen Stützdrücke A und B für lotrechte Belastung sind 
hier, wie bei dem unter 2 behandelten Träger ^=JB = 4P, wovon 
indes, wenn man berücksichtigt, dafs die Lasten ^1^ der gestützten 
Endknoten ohne Einwirkung auf die Stabkräfte direkt in die Stützen 
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flbergehen unter gleichzeitiger Fortlassong dieser Last bei Er- 
mittelimg der Stabkräfte nur SV'jP als StAtzdruck zu benatzen 
sein wflrde. Wir wollen hier indes, was gleichfalls berechtigt 

Fig. 120. 




ist, unter Beibehaltung der Last P/2 in den Endknoten, auch den 
wirklichen Stützdruck -4 = J? = 4P einführen. 

Bei Entwicklung des Kräfteplanes zunächst für die lotrechten 
Lasten entsteht die Unbequemlichkeit, dafs, wenn man vom links- 
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seitigen Auflager her nacheinander die Stabkräfte Ui nnd Oj , dann 
Ulf Vi und O2, nnd weiter O^, X>i und U^ darch Schnitte frei 
gelegt und ans dem Gleichgewicht mit den Kräften A nnd ^/^ 
bezw.^, P/2 nnd P durch die Kraftecke 38123, bezw.4981234, 
bezw. 49101234 bestimmt hat, jeder weitere Schnitt drei un- 
bekannte Stabkräfte trifft nnd die Weiterentwicklung des Kräfte- 
planes in gleicher Weise, wie bis dahin unmöglich macht 

Um diese Unbequemlichkeit auf einfachste Weise zu umgehen, 
soll die Spannkraft S in dem Stabe ef Torweg bestimmt werden. 
Die Nullgleichheit der Summe der wagerechten Kräfte in Bezug 
auf jede der verbundenen steifen Scheiben bedingt, dafs in c ein 
der Spannkraft S im Stabe ef entgegengesetzt gleiche Kraft von 
Seheibe zu Scheibe flbergehi An der linksseitigen Scheibe wirken 
dann äufserlich zwei Kräftepaare, nämlich einmal das aus der Stütz- 
kraft A^AP und der halben Daehlast 11 = AP bestehende mit 

dem Hebelsarm 7- und das aus den beiden unbekannten Kräften 8 

4P'l 
bestehende mit dem Hebelsarm A. Aus der Gleichung S'h = —j-- 

erhält man S=4P'j:h. Zieht man im Kräfteplan, Fig. 1206, 

durch 1 eine Wagerechte und durcl\ 2 eine Parallele 2 7 zu A^ 
(Fig. 120a), so entstehen die ähnlichen Dreiecke 127 und ihff^ 

woraus 1 7 = yt •12:Ät = j-4P:/i = Ä sich ergibt. 

Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man beachtet, dafs 
die Mittelkraft der sich in ff schneidenden Stabkraft S und der 
Stützkraft A durch den Schnittpunkt h der Kraft B und der in c 
ai^reifenden Kraft 8 gehen mufs. 

Nachdem so die Stabkraft iS= 7 1 bekannt geworden, fährt 
ein die Stabkräfte O2 , l>i , F2 , U^ und 8 frei legender Schnitt zn 
dem Krafteck 4 9 (10) (11) 7 1234, indem man nämlich durch die 
bekannten Funkte 10 und 7 Parallelen zieht zu den Stäben V2 
und U^' Die weitere Entwicklung des Kräfteplanes bietet keine 
Schwierigkeiten mehr. Sie fährt aber noch zu einer nützlichen 
Kontrolle des Planes. Hat man nämlich vermittelst zweier weiterer 
Schnitte durch O3, D2 und U^ und durch O3, F3 und U4 die 
Kräfte O3 und D^ durch das Krafteck 5(12)(1 1)7 12345 und 
die Kräfte Fg und L\ durch das Krafteck 5 (12) (13) 7 12345 
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bestimmt, so wird im letzten Schnitt durch O4, {74 und S nur 
noch die Kraft O4 als unbekannte getroffen. Die am Trägerteil 
links vom Schnitt wirkenden bekannten Eräfte U^, S, A und 3V2P 
bilden im Eräfteplan den Streckenzng (13)7126. Die Schlnfs- 
linie desselben 6(13)« mufs also nach Sichtung und Gröfse gleich 
der Stabkraft O4 und daher parallel dem Stabe O4 sein. 

Die Eräftepläne für die Windkräfte von links und rechts 
lassen sich in ähnlicher Weise wie fOr den unter 2 behandelten Träger 
entwickeln, nur ist es zweckmärsig, vorweg wieder die Stabkrafk 
S im Stabe ef zu ermitteln. Das kann wie folgt geschehen. Die 
StQtzkräfte Ai und Bi fär den Winddruck von links, sowie Ar und 
Br für Winddruck von rechts werden genau wie unter 2 durch die 
Kraftecke 123 und r2'3' (Fig. 1215 und 121c) bestimmt In 

ti, Fis'. 121. 



\"^v 




,'-' {0) 





beiden Fällen üben die in c verbundenen steifen Scheiben hier ent- 
gegengesetzt gleiche Kräfte D aufeinander aus. Bei Winddruck 
von links steht die Kraft Di an der rechtsseitigen unbelasteten 
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Scheibe mit der Stabkrafk S im Stabe ef und dem Stützdruck Bi 
im Qleichgewicbt, mufs also durch den Schnittpunkt h (Fig. 121 a) 
von S und Bi gehen, also die Ifichtung ch aufweisen. Das Kraft- 
eck 2 34 2 ergibt /S^«34. Je nach der Dachneignng f&Ilt der 
Punkt g unterhalb oder oberhalb der Bichtung b c oder auf dieselbe, 
und dementsprechend im Erafbeck der Punkt 4 oberhalb, unterhalb 
oder auf die Richtung 23. Im ersten Falle wird Si eine Druck- 
kraft, im zweiten eine Zugkraft, im letzten gleich Null. Für rechts- 
seitigen Winddruck hat die Kraft Dr in c die Bichtung ck] Dr, Sr 
und Ar stehen an der unbelasteten linken Scheibe im Gleichgewicht. 
Aus dem Krafteck 2' 3' 4' 2' erhält man Sr = S'A' stete als Zugkraft. 



III. Stabkräfte für ständige und bewegliche Lasten. 

a) Einflofslinien der Stabkräfte. 

Wir machen die Voraussetzung, dafs die Lasten nur an den 
Knotenpunkten des einen Gurtes, z. B. des oberen, angreifen und 
nennen diesen den belasteten Gurt Zur unmittelbaren Aufnahme 
der Lasten und Übertragung derselben auf die Knotenpunkte dienen 
Zwischenträger; die Belastung des Fachwerkbalkens ist also als eine 
mittelbare anzusehen. Für die Berechnung der Spannkräfte des 
unbelasteten Gurtes dienen die Knotenpunkte des anderen als Dreh- 
punkte. 

1. Einflufslinie für den unbelasteten Gurt. 

Da für die Spannkraft U in einem beliebigen Stabe des unbe- 
lasteten Untergurts dieselbe Gleichung 

h cos V 

gilt wie für einen Vollträger (Jf* 
bedeutet das Biegungsmoment in 
Bezug auf den Knotenpunkt K des 
belasteten Gurtes, Fig. 122), so 



Fig. 
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wird auch die Einflufslinie für U ^^'^.-^ n rr- 

dieselbe werden wie in Fig. 96, ^^ - — ir^fr ^-^'t^^^ 

S. 208. Hat der Drehpunkt K 

den Abstand x vom linksseitigen Auflager, so macht man 

Keek, Elastisitttelehre. II. . 
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AA 



X 



, wodurch sich der Linienzug A^K^By^ als Einflofs- 



Ä cos V 
linie für unmittelbare Belastung bestimmt. 

Die Einflufslinie fttr die hier in Frage kommende mittelbare 
Belastung ist nach Bd. I S. 158 ein Sebnenrieleck derjenigen für 
unmittelbare Belastung, dessen Eckpunkte unter den Knotenpunkten 
(hier den belasteten) des Trägers liegen. Da im vorliegenden Falle 
die Einflufslinie ffir unmittelbare Belastung aus zwei im Punkte K^ 
zusanmienstofsenden Geraden besteht, JTx aber selbst lotrecht unter 
einem belasteten Knoten {K) liegt, so flLllt für die StabkrSfte des 
unbelasteten Gurtes die Einflufslinie mit dem Linienzuge A^K^Bx 
zusammen. 



2. Einflufslinien für den belasteten Gurt 

Für die Stabkraft O im Stabe GB des belasteten Gurtes liegt 
der mafsgebende Drehpunkt K auf dem unbelasteten Gurte. Daraus 
ergibt sich in bekannter Weise zunächst für unmittelbare Belastung 
die Einflufslinie A^ K^B^ 

(Fig. 123) für die Stab- ^'^^' ^*^' 

kraft O, wobei die Rich- 
tung J^i^^ auf dem links- 
seitigen Stützlot wieder 
die Strecke ;r : A cos cü 
abschneidet Die Kno- 
tenpunktslote durch C 
und D schneiden jetzt 
den Streckenzug^i JTi B^ 
in Ol und D^ und 
A^ C, />! J5i ist daher 
wirklich e Einflufslinie 
der Stabkraft O des be- 
lasteten Gurtes. Greift 
die Last in dem Knoten- 
punkte des Untergurtes 
an, ist dieser der be- 
lastete Gurt so wird 

die Einflufsfigur seiner Stabkräfte ein Viereck A^C^^D^Bx und die- 
jenige der Stabkräfte des Obergurtes tin Dreieck. Ist das Fachwerk 




^^iife 
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«in Ständerfachwerk, d. b. enthält es lotrechte Pfosten, so dafs der 
Drehpunkt K immer in einem Enotenpunktslot der belasteten Qartung 
liegt, so fällt Kl stets entweder mit O^ oder Di zusammen and 
die Einflufsfiguren der Stabkräfte sowohl der oberen als der anteren 
Onrtnng sind einfache Dreiecke (AiCiBi), (um auszadrficken, dafs 
die Stabkraft positiv oder negativ ist, kann man die Einflafsordinaten 
nach oben oder nach unten auftragen.) Für jeden Gurtstab sind die 
Einflufiordinaten der Stabkraft alle gleichstimmig und zwar ffir die 
Stäbe des Obergnrtes alle negativ, fftr die des Untergurtes alle positiv. 

3. Einflufslinien für eine Strebe. 

Weil zufolge Ol. 2 S. 207 und 61. 4 S. 236 der Scherwider- 
stand Y der Wand eines Vollwandträgers genau die gleiche statische 
Bedeutung hat wie die lotrechte Seitenkraft 2>sind der Stabkraft 
eines beliebigen Wandgliedes, so läfst sich auch die Einflnfslinie der 
Strebenkraft D ohne weiteres aus derjenigen des Scherwiderstandes T 
(Fig. 96 c) gewinnen, indem man die Ordinaten der letzteren durch 
sin d dividiert, wobei für links ansteigende Diagonalen d>0 
Y und D auch hinsichtlich des Vorzeichens gleichstimmig, für 
rechts ansteigende Diagonalen dagegen ungleichstimmig sind, um 
die Einflufslinie der Stabkraft einer links ansteigenden Strebe zu 
erhalten, hat man daher in Fig. 123 c in den Stützloten A^A^ 

= , . . nach oben und B^Bo = -;— ^ — r nach unten aufzutragen. 

Die Linien A^B^ und A^B^ schneiden sich wieder im Lot durch 
den Drehpunkt L , Die Linie B2A^ gilt als Einflufslinie rechts vom 
durchschnittenen Fach, d. h. bis zum Lot durch den Knotenpunkt C 
des belasteten Gurtes, die Linie ^[3^3 aber links vom Lot durch 
den Knotenpunkt JE des belasteten Gurtes am durchschnittenen Fach. 
Verbindet man daher die Schnittpunkte C^ und JS2 der Lote durch 
C und E mit den Geraden A^B2 und ^2-^3 <lurch die Gerade 02^2« 
so ist ^2 ^2 ^2^2 <^i^ Einflufslinie der Strebenkraft 2>. Der Schnitt- 
punkt Nj in welchem die Einflufslinie die Einflufsnullachse schneidett 
hat die Bedeutung einer Belastungsscheide; links von N herrscht 
negativer, rechts von JV positiver Einfluß. Die Gröfse h (Fig. 123 c) 
ist die Trägerhohe an der Stelle H (Fig. 123 a), wo eine Wage- 
rechte durch den Drehpunkt L die Strebe EF trifft. L ist Schnitt- 
punkt der Bichtungen der Gurtstäbe, welche der durch die Strebe 

17* 
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geftibrte Schnitt trifft, und a and h sind die Abschnitte der Stützlote, 
welche jene Bichtangen zwischen sich fassen. Zur Zeichnung der 
Einflufsfigur 123 c genügt übrigens die Ermittelung eines der Ab- 
schnitte A^A^ oder B^B^ . Ist ersterer bekannt, so liegt damit die 
Richtung B^A^ fest. Da diese und die Bichtung A^B^ sich im 
Lot durch L schneiden, so liegt damit auch A^B^ fest. 

Ist der Untergurt ^belasteter^ Gurt, so fallen die Punkte 
C2 und JEJo in die Lotrechten durch die das durchschnittene Fach 
begrenzenden Knotenpunkte dieses Gurtes. Handelt es sich um eine 
rechts ansteigende Strebe, ist d<:0, so kehren alle Einflufsordinaten 
ihre Vorzeichen um; links von N herrscht jetzt positiver, rechts 
negativer Einflufs. Kommen neben links ansteigenden Diagonalen 
lotrechte Wandglieder (Ständer) vor, so ist fQr deren Einflufslinie 
d = — 90 ^ sin ö = — 1 zu setzen. Steigen die benachbarten Diago- 
nalen rechts an, so ist sin d = sin 90 ^ » 1 zu setzen. 

Die Einflufslinie fUr B kann man leicht auch unmittelbar finden, 
ohne auf den Yollwandträger zurückzugreifen. Denkt man sich 
nämlich die Kraft D m H (Fig. 123 a) in die Seitenkräfte Z>sinö 
und Z>cosd zerlegt, so geht letztere durch L und erstere allein 
hat gleichwie der Scherwiderstand Y am Vollwandbalken die 
Momentengleichung S. 209 in Bezug auf L zu erfüllen. 

Die Belastungsscheide N kann man leicht auch am Träger 
unmittelbar finden, ohne die Einflufslinie zu zeichnen. Bei den aus 
Fig. 123c ersichtlichen Bezeichnungen mit ^^E^C^ als Weite des 
durchschnittenen Faches am belasteten Gurt erhält man 

EoEo^ , . . • T f G) C3 = , . . • — , woraus weiter folgt 



1) 



E^E^ b X 



Bringt man in Fig. 124 die Richtung des vom Schnitte ge- 
trofienen Stabes der unbe- 
lasteten Gurtung mit den Stütz- 
loten in ^1 und Bi zum Schnitt 

und zieht von ^x ^^^^ ^1 ^^^ ^^ 

Bi über O je eine Gerade, Aj 

wobei E und C Endpunkte des 

durchschnittenen Stabes des 

belasteten Gurtes sind, so ist der Schnittpunkt N beider Geraden 
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Behstangsscheide fAr die Stabkraft D^ denn er erffiUt die der 
Einflafsfigar 123 c entnommene Gleichung 1. Aas Fig. 124 folgt 
unmittelbar 

c^-z'^-'{X'^z'), also -j — - = -.- 
X y A — z a y 

und die Strecken x'y'z' und X sind ihren wagerechten Projektionen 
xyz und X yerhältnisgleich. Für Parallelträger wird a^h = h^ 

n 7> 1 

also - . , = , . . « -r-x und daher -äo Ä || B^iA^ . 
h sm d A sin ö sm ö a 3 » j 3 



b) Ermittelung der ^Men Stabkräfte. 

Nachdem unter a die Einfiufslinien ffir alle in Frage kommen- 
den Stabkräfte eines einfachen Fachwerkbalkens entwickelt sind, 
kann die Benutzung derselben zur Ermittelung der grOfsten Stab- 
kräfte im allgemeinen nach der Darlegung Bd. I S. 157 geschehen, 
indem zur Herbeifflhrung des positiven oder negativen OrOfstwertes 
bezw. des Maximums oder des Minimums einer Stabkraft die be- 
wegliche Last nur im Bereiche der positiven oder nur im Bereiche 
der negativen Einflufsfläche angeordnet wird. Man erhält dann die 
grOfsten oder kleinsten Stabkräfte in der Form S,,^ « JF^. • /> 

-^{F^—F^g und S«<„ = — .F--/? + (J^-f — J^-)^» wenn es sich 
um gleichmäfsig verteilte Last handelt, oder in der Form 
Sma*^^Pn'%^ weuu Einzellasteu in Frage kommen. IJm im 

min 

letzteren Falle wirklich S^am bezw. S^i^ zu erhalten, sind die grOfsten 
beweglichen Einzellasten im Bereiche der grOfsten positiven bezw. 
gröfsten negativen Einflufsordinaten au&ustellen. Nicht immer ist 
indes die Stellung einer Gruppe etwa gegenseitig unverschieblich 
miteinander verbundener beweglicher 'Einzellasten (Achsdrücke eines 
Eisenbahnzuges), welche wirklich S^^t tind S^in herbeifQhrt, ohne 
weiteres genau zu erkennen. Es soll daher in nachstehendem zunächst 
ein Verfahren zur genauen Ermittelung jener Laststellung mit Hülfe 
der Einfiufslinien entwickelt werden. 

Nach Fig. 122 und 123 (S. 257 und 258) sind die hier in 
Frage kommenden Einflufsfiguren Dreiecke oder Vierecke. Es läfst 
sich nun zunächst zeigen, dafs die im Gebiete einer und 
derselben Einflufsgeraden befindlichen Lasten durch 
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P=]fV 



ihre Mittelkraft ersetzt werden können. Sind nämlkh 

in der Einflofistiecke OB (Flg. 125) die Ltsten P' und P^ gegeben, 

90 ist deren Gesamtem* 

flofi aaf die betreffende Flg- 125. 

Spannkraft (oder sonstige ^ 

Grölse, anf die sidi die 

Einflaisfignr bezidit) 

3= rri + P^ri". 
Schneidet aber CD die 
Gerade AB m E unter 
einem Winkel a nnd in den Abständen af nnd x" von den Lastau 
so ist i?' = ^'tga, iy"=j?"tga, mithin S = <ga(i>'x' + P"<). 
Fflr die Momentensomme P'üif + P*'a/* Iftfst sich aber nach der 
Gleichung der statischen Momente das Moment der Mittelkraft Px 
setzen (wenn P die Mittelkraft Ton P* nnd P"), und da :i:tga = i}. 
so wird S^Prjt d. h. genau so, als ob man es nur mit der Mittel- 
kraft P zu tun hätte. 

Sind hiemach die Lasten jeder Einflulsstrecke zu Mittelkräften 
Pj, P2, P3 vereinigt (Fig. 126), 
so ist deren Gesamtwirkung 

Ä = P,i/, + P2% + ^3%- Die 
Neigungswinkel der Einflufsgeraden 

seien «i« «2« ^3- ^ möge nun 
die ganze zusammenhängende Lasten- 
gruppe um die Strecke du nach 
rechts verschoben werden, ohne dars 

dabei eine der ursprünglich gegebenen Einzellasten eine Ein- 
flufsgrenze A, C, I> oder B fiberschreite; dann bleiben P^, 
P2 und P3 dieselben, die Einflufsordinaten aber ändern sich ver- 
möge der Verschiebung, und die Gesamtwirkung erleidet eine Zu- 
nahme dS^Pid7]i+P2d% + P^dt]^. Hierin ist nach der Figur 
drji^^dutga^j d7]2^dutga^^ dtj^^^ — dutga^ (negativ, weil 
DB nach rechts abfällt). Daher wird 

1) c£S=(Pitgai + P2tga2 — ^atgaa)^^ 

oder bei beliebig vielen Einflulsstrecken und wenn man die 
Neigungen durchweg als nach rechts ansteigend positiv auffafst: 

2) d8=-du2:Ptga. 



Fig. 126. 
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Ist lPiga>Q^ SO wird eine Verschiebung der Lasten nach 
rechts eine Y^rgröfserung von ^8^ zur Folge haben, and umgekehrt. 
Kommt es also darauf an, dafs S möglichst grors werde, so mufs 
bei positivem Vorzeichen von 2'Ptga die Lastgruppe nach rechts 
verschoben werden, und umgekehrt. War 2'Ptga etw^ zu An&ng 
> , so wird bei einer Lastverschiebung nach rechts dieses positive 
Vorzeichen so lange bestehen bleiben, bis durch Sinübertreten von 
Einzellasten über die Sinflufsgrenzen und dadurch verursachte 
Aenderung der Gruppen P^, P^ und P3 die negativen Glieder das 
Uebergewicht bekommen. Da nämlich die Winkel a unveränderlich 
sind, beim Vorhandensein von Einzellasten aber die Gruppen Pj, 
P3, P3 sich nur sprungweise ändern können, indem eine Last aus 
der einen Gruppe in eine andere übertritt, so ist es nicht ohne 
weiteres möglich, durch Lastverschiebung 2'P tga»0 zu machen* 
Hat aber dieser Wert einen Zeichenwechsel erfahren, so mufs die 
Lastengruppe nun entgegengesetzt verschoben werden. Hiernach 
wird der Einflufs einer gegebenen Lastgruppe mög- 
lichst grofs, wenn diejenige Last, deren Verschiebung 
über eine Einflufsgrenze hinüber einen Zeichen- 
wechsel in dem Werte 2'Ptga hervorbringt, gerade 
auf diese Einflufsgrenze gestellt wird» 

Ist der positive oder negative Teil der Fig. 127. 

Einflufsfigur ein einfaches Dreieck (von der 
Höhe /), kommen mithin nur zwei Einflufs- 
strecken der wagerechten Längen c^ und C2 j*-- «j— ^»4< — c,^- 
in Frage, so wird (Fig. 127) 

3) -SPtga = P,1ga,-P2tga,«/^-^^). 

Da nun Py die Gesamtlast der Einfiufsstrecke ci, so ist Pi'^ci 
die durchschnittliche Belastung der Längeneinheit der Strecke q 
und P2:o2 diejenige der Strecke c^; um also die ungünstigste 
Laststellung zu finden, hat man diese beiden durchschnitt- 
lichen Belastungen für die Längeneinheit durch ent- 
sprechende Verschiebung der Lastengruppe möglichst 
auszugleichen, und diejenige Last, deren Verschiebung 
über eine Einflufsgrenze hinüber einen Zeichenwechsel 
in dem unterschiede der durchschnittlichen Be- 
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Iftstangen der beiden Einflafsstrecken heryorbringt, 
mafs gerade aaf diese Einflafsgrenze gestellt werden. 

Ui^Mtigste LaststeDus Ar dmtm Stab des ubelattetM 
Chuiea. Da f^^ diesen Fall der Drebpnnkt mit einem Lastponkta 
znsammenfillt, so ist die Einflaftfigiir nach Fig. 122 (S. 257) ein 
einfaches Dreieck. In Fig. 1280, einen Triger Ton 20" Weite 
darstellend, sind die Lasten oben gedacht Die Spannkraft U4 im 
vierten Fache des Untergurts werde betrachtet, so dals IT der 
Drehpunkt wird; ist dessen Abstand vom linken Auflager 47=12*, 
so sind X und l^x die beiden Ginflnfistrecken, auf denen die 
durchschnittlichen Belastungen möglichst auszugleichen sind. Zur 
Auffindung der ungünstigsten Laststellung zeichne man die Last* 
gruppe in dem Mafsstabe des Trägers auf einen Papierstreifen^ den 
man leicht über dem Triger 
Terschieben kann. Die in sich Fig. im 

unyerschiebliche Lastengruppe 
soll aus den Achsdrficken eines 
Zuges von Lokomotiven be- 
steben, deren eine mit zu- 
gehörigem Tender in Fig. 127 
dargestellt ist Da es fßr ein 
Gurtstfick darauf ankommt 
möglichst viel schwere Lasten 
in der Nähe des Momenten- 
drehpunktes Ki (im Bereich der 

gröfsten EiDflafsordinaten) unterzubringen, so stellt man 2 Loko- 
motiven mit den Schornsteinen gegeneinander, weil auf diese Weise 
eine Folge von 6 schweren Triebachsen entsteht. Bringt man 
nun die mittlere Triebachse der rechtsseitigen Lokomotive über 
den Drehpunkt K\ so ist das die ungünstigste Stellung für U4. 
Denkt man sich nämlich zunächst das Bad 2 noch rechts 
von K' stehend, so wird die Gesamtlast der Einflursstrecke links 
von K': Pi = 4 -13 = 52*, die Last der rechtsseitigen Strecke 
P2 = 2- 13 + 2- 9 = 44*. Die durchschnittlichen Belastungen sind 
daher 52:12 = 473 bezw. 44:8 = 5V2; rechts ist daher die Be- 
lastung stärker, so dafs eine Verschiebung nach links erfolgen mofs. 
Steht infolgedessen aber das Rad 2 links von K\ so vergröfsert 
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sich Pi aaf 52 +13 = 65 S während sich P2 um ebensovielf also 
auf 44 — 13 = 3P vermindert, so dafs nun die darchschnittliche 
Belastung links (65:12 = 5Vi2) gröfser ist als rechts (31:8 = 378). 
Die Yerschiebong des Bades 2 über den Drehpankt hinüber hat 
daher den Unterschied der durchschnittlichen Belastungen umgekehrt, 
es mufs mithin dieses Bad über K' gestellt werden (Fig. 128 a). 

Während das Bad 2 den Drehpunkt K' überschreitet, geht 
der unterschied der durchschnittlichen Belastungen der beiden Ein- 
flu&strecken links und rechts yon K' sprungweise aus dem Positiven 
ins Negative über. Sobald aber die Badlast 2 gerade bei K' 
steht, kann man sie offenbar nach Belieben zu der Qruppe P| oder 
der Gruppe P2 zählen; auch kann man sich diese Last derart in 
zwei Teile zerlegt denken, dafs wenn man den einen Teil zu Pj, 
den anderen zu P^ rechnet, die durchschnittlichen Belastungen links 
und rechts von K' nicht nur möglichst gleich, sondern wirklich 
gleich werden. Die durchschnittliche Belastung der Längeneinheit 
für die ganze Stützweite beträgt (16 • 13 + 2 • 9) : 20 = 4,8 *; dies gibt 
links von K^ 12-4,8 = 57,6*. Von der Last 2 über i^ müfsten 
daher 57,6 — 4 »13 = 5,6* zur linksseitigen, 13 — 5,6 = 7,4* zur 
rechtsseitigen Oruppe gerechnet werden, damit die durchschnittlichen 
Belastungen beiderseits gleich seien. In diesem Sinne kann man 
auch den allgemeinen Satz auf S. 263 jetzt dahin ändern: Der 
Einflufs einer gegebenen Lastgruppe wird möglichst 
grofs, wenn dadurch, dafs eine Last gerade auf einer 
Einflufsgrenze steht, der Wert 2'Ptga = wird. 

Was nun die Ermittelung der Spannkraft U4 selbst anbelangt, 
so berechnet man den Einflufs der ständigen Belastung, wie auf 
S. 257 gezeigt; den Einflufs der Badlasten kann man entweder 
ebenfalls mittels der Momentengleichung finden, wobei es nicht 
erforderlich ist, die Badlasten erst in Enotenpunktsbelastungen um« 
zuwandeln, wenn man nur zur Vermeidung von Irrungen den Schnitt 
genau durch K' gelegt denkt; — oder man kann das Einflufs- 
dreieck für ü benutzen, jede Last mit der zugehörigen Einflufs- 
Ordinate multiplizieren und Ü'P?/ bilden. 

Ungfinstigste Laststellang für einen Stab des belasteten Gurtes. 

Bei einem St änderfach werke wäre die Behandlung dieselbe, wie 
vorstehend, weil der Drehpunkt in einer Lastpunktsenkrechten liegen 
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würde. In Fig. 128 a aber liegt der zu O3 gehörige Drehpunkt K 
um e bezw. i — e vom linken und rechten Lastpunkte des durch- 
sehnittenen Faches entfernt (wagerecht gemessen)» so dafs die Ein- 
flufsfigur 1286 zu benutzen ist. 

Es kommt darauf an, den Wert 2'Ptga mit Hülfe der ge- 
gebenen Abmessungen des Balkens auszudrücken. Bezeichnet man 
jetzt die Abszisse des Punktes K mit ^, so ergibt sich leicht aus 
der Figur 

^^ l — x X — e X l — x—Ä + e 

* ' himo) l * ^ Äcosw l 

AiC2 = x — e; JBiZ>2 = i — x — ^-{-e. 

Rechnet man daher die Ansteigungen nach links positiv, so wird 

l — X , X 

tgai=i ;; tga3 = — r; 

^ ^ Acoscü-r ^ "* Acoscü-Z' 

. _ x{l — a? — ^ + g) — {l — x){x — g) 
* ^"^ Acoscü-Zi 

{l—x)e x{X — e) 



Mithin wird • 

^ hC0S(O'l\ X l — x J* 



Der eingeklammerte Teil» auf dessen Vorzeichen es ankommt, ist 
hier auch wieder auf die Form des Unterschiedes der durchschnitt- 
lichen Belastungen links und rechts vom Drehpunkte zurückgeführt; 
nur ist die Last P2 des durchschnittenen Faches nach bestimmtem 
Verhältnisse den Gruppen P^ und P3 hinzugerechnet. 

Es könnte scheinen, als ob die Laststellung in Fig. 128 a ftir O3 nicht 
die ungünstigste wäre, als ob die Bäder 1, 2, 3 mehr über den Dreh- 
punkt K gestellt werden müfsten. Denkt man sich daher den Zug etwas 
nach links verschoben, so dafs die Räder 1 und 2 im durchschnittenen Fache 
stehen, so wird Pi = 3-13=;39, P2 = 2. 13 = 26, P3= 13 + 2. 9 = 31 1- 
Das Vorzeichen von JTPtga hängt also, da hier a; = 10, « = V«^i ab von 

— Tö ift — •^^» ^^ *^°® Verschiebung nach rechts bedingt. Sobald 

aber das Rad 2 rechts von K' liegt, wird Pi = 39, P3= 13, P8 = 44, und 
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man erhält 



39 + 6V2 44 + 6Vj 



0; die gezeichnete Laststellang ist daher 



^t- 



10 10 

anch für Og die nngflnstigste. 

Will man nun 0^ mittelst der Momentengleichong berechnen, so mufs 
man die im durchschnittenen Fache befindliche Last in die beiden Enoten- 
pnnktsdrücke zerlegen, da nur der linksseitige am linken Abschnitte vorkommt, 
n. zw. in Bezug anf K mit einem anderen Momente als die Radlast selbst; 
die übrigen Lasten können unmittelbar benutzt werden. — Die Ermittelung 
von O3 mittels der Einflufsfigur geschieht ebenso, wie für U^ gezeigt. 

Wird ein Eisenbahngleis von 2 Fachwerkbalken getragen, so hat man 
natürlich nur die halben Achslasten» also die Badlasten, für einen Träger 
za rechnen. Die Untersuchung der ungünstigsten Laststellung ist aber von 
dieser Frage unabhängig, weil es dabei nur auf Last Verhältnisse ankommt. 

Ungünstigste Laststellnng Ar die Wandglieder. Handelt es 
sich nm eine rechts fallende Strebe, z. B, EF (Fig. 129 a), so 
kommt fQr D^^ die positive Einflufsfläche von N his Bi in iVage, 
nnd man erkennt 
zunächst, dafs mög- ^^^- ^^^• 

lichstschwereLasten ^^ OOQ n n o ^ 

Ton rechts her an ^^ 
das dnrchschnittene ^^ 
Fach hinan zu schie- *^^., 
ben sind. Die posi- " \ 

tive Einflufsfigur 
zeigt zwei Strecken 
€1 und c^f und es 
muls nach S. 262 
und 263 eine Aus- 
gleichung der durch- 
schnittlichen Belastungen derselben stattfinden. Nennt man daher 
die ins durchschnittene Fach vorgeschobene Lastgnippe P^, die 
rechts davon befindliche Ps» ^^ ^^^^ 

werden, woffir man aber auch schreiben kann 

Ci Ci + C2 

Liegt die Einflufsfigur in genfigender Genauigkeit vor, so kann 
man c^ abgreifen und die durchschnittlichen Belastungen ohne 
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weiteres berechnen. Wir wollen aber auch hier die Entscheidang 
ans den gegebenen Abmessungen des Trägers ableiten. Der Abschnitt 
A1A2 ist nach Pig. 123c aihsinö, daher wird 

and ebenso 

jy D =:-——- A^ Aus ähnlichen Dreiecken erhüt man 
^ ^ hmiO l 

C\ ^1^2 ^^2 Ci aX 

Weil aber nach Fig. 123 (S. 258) 

a w 

b w + 1 

und nach Fig. 129 ^2 = ?— ^2""'^» so wird 

Cy ^wl — wd2 — wX'{- {w + l)d2 ^l(w + d^) 
Ci IV X IV X 

oder ^L±^=I(E+^. Für ^=5l±Ä ka„n daher aaeh 

gesetzt werden: 

5) ^(^^ + d,)^ii+flu>. 

Hierin kann -4 als durchschnittliche Belastung des durch- 

schnittenen Faches und — ^-y — - als durchschnittliche Belastung 

des ganzen Balkens aufgefafst werden. Diese durchschnittlichen 
Belastungen sind jedoch nicht unmittelbar zu yergleichen, sondern 
vorher noch mit w + d^ bezw. w zu multiplizieren. 

Handelt es sich um D^n 1 also um eine möglichste Aus- 
gleichung der durchschnittlichen Belastung der Strecken d^ und d2, 
so bekommt man zunächst einen von 5) abweichenden Ausdruck. 
Man kann jedoch letzteren Wert, wie man leicht erkennt, zur 
Auffindung der ungünstigsten Laststellung für gröfste und kleinste 
Spannkraft aller Wandglieder benutzen, wenn man die Bedeutung 
von w und uz + ^fj verallgemeinert. Wird ein Zug von der einen 
Seite (etwa der rechten) auf die Brücke geschoben, so nenne man 
dasjenige Auflager, welches vom Zuge noch nicht erreicht ist, also 
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den geringeren Stützendrack erhält, schlechtweg das unbelastete 
Auflager und verstehe unter w stets den Abstand des Drehpunktes 
vom unbelasteten Auflager. Ebenso wird beim Hineinschieben 
des Zuges ins durchschnittene Fach der eine Knotenpunkt desselben 
noch nicht vom Zuge bedeckt sein; dieser werde kurz der unbelastete 
Knotenpunkt genannt, und unter w + d^, woffir wir nun r setzen 
wollen, möge immer der Abstand des Drehpunktes vom unbe- 
lasteten Knotenpunkte des durchschnittenen Faches verstanden 
werden. Bezeichnet man dann mit Pi die Lasten im durch* 
schnittenen Fache, mit P^ + P2 sämtliche Lasten des Trägers, so 
mufs allgemein 

_A ^ -= _i_^ — L ^fj werden. 

Für Dmax ergibt sich die in Fig. 129 a gezeichnete Stellung als die 
ungünstigste. Es sei hierbei iü = 8™, r = 12n», /l=:4m Schiebt man dann 
die erste Achse ins durchschnittene Fach vor, so wird Pi=13, Pi + P2 = 66, 

mithin -^12 — ^rz.S>'Q . Im durchschnittenen Fache ist .hiernach zu viel 
4 zu 

Last, weshalb ein Zurückziehen in die gezeichnete Stellung nötig wird. 

Für Dj^in ist die ungünstigste Belastungsart in Fig. 129 c dargestellt. 
Weil jetzt das rechtsseitige Auflager das unbelastete ist, so wird «7 = 28, 
nnd ebenso r=16. Da hier nur gleich schwere Achsen vorliegen, so 
kann das Gewicht einer Achse als Einheit gewählt werden. Daher ist, 
wenn man eine Achse ins durchschnittene Fach vorgeschoben annimmt, 
Pi = l,P,+P2 = 3. 

~16-^28 = 4-4,2<0; 

die zu geringe Belastung des Faches erfordert also weiteres Hineinschieben 
des Zuges. Würde aber auch die zweite Achse noch hineintreten, so verursacht 
die Vergröfserung des ersten Gliedes der Differenz auf das Doppelte einen 
Zeichenwechsel, woraus die gezeichnete Stelle als die mafsgebende folgt. 

Das Eintreten von Lasten ins durchschnittene Fach erschwert 
die Berechnung mittels der Momentengleichung, weil diese Lasten 
in Knotenpunktsdräcke zerlegt werden müssen. Die bequemere 
Stellung in Fig. 129a nennt man im Gegensätze dazu die Grund- 
stellung.*) In dem letzten Zahlenbeispiele war die Differenz 
4—4,2 so wenig von Null verschieden, dafs eine geringe Ver- 
gröfserung der Yorderlast leicht einen Zeichenwechsel hervorbringt. 
Es empfiehlt sich daher, bei der einseitigen Belastung für die 



') Siehe Müller-Breslau, Graphische Statik, 3. Aufl., 1. Bd., S. 137. 
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Wandglieder das Gewicht der Vorderachse etwas zu erhöhen, etwa 
von 13 auf 15^; dann kann man ohne weitere Prfifang die Grund- 
stellung (wobei der Zug nur bis an das durchschnittene Fach vor- 
rückt) für alle Wandglieder anwenden. 

P, = 15, P5+Pj = 41t gibt 
^.16-U28 = 60~57,4>0, 
d. h. Znrückziehen des Zages aas dem Fache. 

Fflr parallele Qurten wird die Bedingung 5) einfach zu 

^^ -J J—- 

(Gleichheit der durchschnittlichen Belastungen), weil bei unendlich 
grolsem w der endliche Summand d^ verschwindet. 

Hiernach kann die Bestimmung der grOfsten Stabkräfte wie 
folgt geschehen: 

Der Beitrag der st&ndigen Belastung zu den Stabkräften sowohl 
der Gurtungen wie der Wandglieder kann nach einer der unter 11 
erläuterten Methoden bestimmt werden, wird aber meist am be- 
quemsten durch einen Gremona^schen Eräfteplan ermittelt. Bei 
Ermittelung der durch bewegliche Belastung (Yerkehrslast) ent- 
stehenden Stabkräfte wird der Träger selbst als gewichtsloa voraus- 
gesetzt; aucb wollen wir flhr diese Belastungsart unterscheiden 
zwischoi Stabkräften in den Gurtungen, welche bei voller Belastung, 
und solchen in den Wandgliedern, welche bei teilweiser (einseitiger) 
Belastung ihre Größtwerte erreichen. Die gröfsten Stabkräfte fflr 
alle Glieder erhält man dann aus der ZusammenfQgung derjenigen 
fflr ständige Belastung mit denen für Yerkehrslast. 

1. GrOfste Stabkräfte in den Gurtungen. 

Ist die Yerkehrslast gleichmäfsig verteilt, so entstehen 
fflr alle Gurtstäbe bei voller gleichmäfsiger Belastung des ganzen 
Trägers die gröfsten Stabkräfte und die Ermittelung derselben ge- 
schieht meist am bequemsten mit Hülfe eines Eräfteplans, jedoch 
zweckmäfsig gesondert von dem für ständige Belastung. Kommen 
bewegliche Einzellasten in Frage, so sind diese zunächst 
nach Mafsgabe der Darlegungen auf S. 263 in die dem Grö&twert 
der Stabkraft entsprechende Stellung zu bringen. Diese Laststellung 
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ist im allgemeinen Ar die einzelnen Stäbe verschieden; immer aber 
sind nach Ausweis der Einflnfslinien für die Gurts tabkräfte tunlichst 
viele Lasten auf den Träger zu bringen, d. h. der Träger ist r, voll" 
zu belasten. Handelt es sich um eine Gruppe von nur verhältnis- 
mäfsig wenigen Einzellasten, so können die Stabkräfte u. ü. zweck- 
mäisig mit Hälfe der Einflufilinien in der Form O^HPntjny bezw. 
U^2:Pn7in bestimmt werden. Besteht die Yerkehrslast aus einer 
Gruppe von gegeneinander unverschieblichen Einzellasten in gröiserer 
Zahl (Lokomotiv- oder Eisenbahnzug), so werden die gröfsten Stab- 
kräfte in den Gurtungen meistens am bequemsten mit Hftlfe 
eines Seilecks von der Polweite H^^n'X in der unter IIb be- 
schriebenen Weise ermittelt. Es genügt in solchem Falle ffir die 
verschiedenen Laststellungen die Zeichnung eines Seilecks, indem 
man den Träger gegen dasselbe so vorschiebt, dafs jedesmal der 
Gröfitwert der betreffenden Stabkraft entsteht. 

2. Gröfste Stabkräfte in den Wandgliedern. 

Nach Ausweis der Einflufslinien ffir die Stabkräfte in den 
Wandgliedern (Fig. 129) entstehen deren Gröfstwerte für einseitige 
Belastung links oder rechts der Belastungsscheide N. Ist die Yer- 
kehrslast gleichmäfsig verteilt, so führt die gleichmäfsige Belastung 
der ganzen positiven oder negativen Einflu&strecke des betreffenden 
Stabes zu seiner grOfsten positiven oder negativen Stabkraft. 
Eonmien Einzellasten in Frage, so sind diese gemäfs den Darlegungen 
S. 267 für jeden Stab in eine bestimmte Stellung links und rechts 
der Belastungsscheide N zu bringen. Ist das geschehen, so kann 
die Spannkraft D des Stabes zweckmäfsig mit Hülfe der sogenannten 
.4-Linie (vergl. S. 82—84) ermittelt werden. 

Für gleichmäfsig verteilte Yerkehrslast p für die 
Längeneinheit ist die J.-Linie eine Parabel. Die Belastungsscheide 
N für jedes Wandglied hat eine bestimmte Lage innerhalb des 
mit dem Wandgliede durchschnittenen Faches und zur Herbeiführung 
von 2>««r oder D^^in müfste, wie erwähnt, die ganze positive oder 
negative Einflufsstrecke rechts und links von N mit p belastet 
werden. Zur Yereinfachung soll indes in folgendem angenommen 
werden, dafs die Belastung aller Knotenpunkte der positiven Einflufs- 
strecke je mit der vollen Last pX die gröfste positive Stabkraft 
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Fig. 130. 

S_ 7 W 




Dpr^^j, und die gleiche Belastung aller Knotenpunkte der negativen 
Einflufsstrecke Dp^^^ herbeiführe. 

Für die Strebe 34 des Balkens (Fig. 130 z. B.), der im Unter- 
gurt belastet ist, würde danach bei gleichmäfsiger Belastung der 
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Strecke rechts vom Knoten 4 mit p nnd anfäerdem des Knotens 

4 mit -^ das Maximum mid bei gleichmftfsiger Belastung der 

Strecke links vom Knoten 2 and dieses Knotens selbst noch mit 

^ das Minimum der Stabkraft D^ entstehen. Die Last ^ 

im Knoten 4 bezw. 2 soll dabei die Wirkmig der im durch- 
schnittenen Felde 24 rechts oder links der Belastungsscheide vor- 
handenen Last ersetzen. Da indes nur bei voller Belastung des 

Feldes 2 4 ein Lastenteil -^ nach 4 und 2 übertragen werden 

kann, so ergeben sich Dsmax ^°^ ^smin ^^ ^^^ ^^^° bezeichneten 
vereinfachenden Annahme etwas zu grofs. Für die Anwendung ist 
die erzielte Annäherung jedoch in den meisten Fällen völlig hin- 
reichend. Die Belastung Fig. 130 a erzeugt in einen Stützdruck 

1) A,^^(u + A) 

und dieser Gleichung entspricht die parabolische Linie bc mit dem 
Pol in b (Fig. 130 b) als ^-Linie. Bringt man den Ausdruck 

Gl. 1 in die Form ^ "y'"; — > so ^ann man die Ordinaten der 

^-Linie unter den belasteten Knotenpunkten leicht zeichnerisch durch 

eine zweimalige geometrische Reduktion der Gröfse ^ gewinnen, wie 

solches für den Punkt 8' der Linie in Fig. 130^ angedeutet ist. 

Am Trägerstück links vom Schnitt wirkt als einzige Kraft der 
Stützdruck A^. Schneidet man durch O3, Z>3 und U^j so flLhrt 
nach Culmann das Gleichgewicht der Kräfte A^, U2, D^ und 
O3 links vom Schnitt zu dem schliefsenden Krafteck edhfej in 
welchem die bekannte Kraft A^ den ümfahrungssinn angibt, fd || O2 3 
und hf^D^„^ (Zugkraft) ist. Dieselbe Laststellung, welche I>z^ax 
erzeugt, bringt l>2«i« hervor. Schneiden wir daher durch O2, 2>2 
und Ü2, so erhalten wir ftlir die miteinander im Gleichgewicht be- 
findlichen Kräfte ^4, Z72 9 2>2 und O^ links vom Schnitt das 
schliefsende Krafteck ^d^/t? und in demselben gf=^D%n^in (Druckkraft). 

Für eine in sich unverschiebliche Gruppe von Einzellasten 
Pi, P21 -P3 usw- (Lokomotivzug), Fig. 1306», erhält man die J.-Linie 
biCi (Fig. 130 6^), wenn man den Lastenzug in umgekehrter Lasten- 
folge mit der ersten Last Py im rechtsseitigen Stützlot aufstellt 

Keok, ElMtizititolehre. II. 18 
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(Fig. 130 d) und zu der Lastengruppe in dieser Stellang mit der 
Stützweite l als Polweite (Pol hi) ein Seileck b^ c^ zeichnet (Vergl. 
S. 82 Fig. 41c.) Es soll beispielsweise wieder far die Stabkraft 
2>3 das Maximum und für J[>2 ^^ Minimum bestimmt werden. 
Wir bringen den Zug zunächst in die „ Grundstellung^ 
(Fig. 130 c) (vergl. S. 269), so dafs die erste Last P^ in den 
Knotenpunkt 4 zu stehen kommt und Cj^i (Fig. 130 d) den Stutz- 
druck A^ in ausdrückt Das schlie&ende Erafteck c^ dif^ h^ ei , 
gebildet wie in Fig. 1306, ergibt /iAi=2>3«a* ^"^ dasjenige 
^i ^\f\ 9\ «1 bringt /i ^1 = 2)2 ^ . 

Es bleibt noch fraglich, ob die Grundstellung des Lastenzuges 
wirklich 1>3«m« ^^^ ^2 min herbeifuhrt. Ist das nicht der Fall, so 
mufi nach den Ausfthrungen auf S. 267 u. f. die Lastengruppe so ge- 
stellt werden, dafs entweder die nächst- oder die übemächstfolgende 
Last P2 ^^^^ ^3 ^ ^^^ Knotenpunkt zu stehen kommt Mit JP2 
im Knoten 4 rückt P^ in die in Fig. 130 c punktiert angedeutete 
Stellung im Fach 24. Im Lot durch Pi in dieser Stellung erhält 
man aus Fig. 130<^ wieder den Stützdruck ^4 = C2C^2- Dieser ist 
nun aber nicht mehr die einzige links vom Schnitt angreifende 
äufsere Kraft, sondern es gelangt jetzt ein Teil P/ der Last P^ 
nach dem Knoten 2. Die Gröfse dieser nun in 2 angreifenden 
Kraft P/ erhält man leicht in der aus Fig. 130 d ersichtlichen 
Weise in der Strecke ne^. Man kann nun die Beiträge der links 
vom Schnitt angreifenden äufseren Kräfte A'^ und P/ zu 2>3»^ 
und D^min i^ bekannter Weise getrennt ermitteln, und zwar den- 
jenigen von A'^ genau wie für A4 in der Grundstellung. P/ wirkt, 
weil A'^ entgegen gerichtet, absolut gedacht, verkleinernd auf I>zmajr 
und I>2miH' Da die Kraft P/ in dem der Stabkraft O2 ent- 
sprechenden Momentendrehpunkt 2 angreift, so erzeugt sie im Stabe 
1 3 eine Stabkraft O2 = ; sie murs also mit den andern beiden 
im Schnitt durch O2, 2>2 und U2 getroffenen Kräffcen 2>2 und Z72, 
soweit diese von ihr hervorgerufen sind, im Gleichgewicht sein. 
Das schliefsende Krafteck ikli (Fig. 130/) drückt dieses Gleieh- 
gewicht aus und darin ist Zi = l>2 ^^ durch P{ in Z>2 erzeugte 
Zugkraft. Im unbelasteten Knoten 3 stehen die Stabkräfte O2, 
Z>2 , Z>3 und O3 miteinander im Gleichgewicht Da O2 hier gleich 
Null und 1>2 bereits bekannt ist, erhält man aus dem Krafteck 
ilmi D'^ = lm als Druckkraft. Bringt man also diese Kräfte 
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I>2 und I>3 von den aus A\ erhaltenen Stabkräften D^ nnd D.2 
in Abzug, so ergeben sich daraus die der Laststellung „P^ in 4*" 

entsprechenden wirklichen Stabkräfte D^ma» ^^^ ^2 min- ^^^ ^^f* 
gleich mit den aus der Grundstellung ermittelten Werten 2>3 und 
i>2 läfst erkennen, welche von beiden Stellungen die wirklichen 
Oröfstwerte von 2>3 und Do erzeugt. NötigMifalls ist die Lasten- 
gruppe noch um eine Lastteilung weiter zu verschieben, so dafs 
P3 nach 4 gelangt und das Verfahren zur Bestimmung von 2>3 
und Z>2 wie vor zu wiederholen. In gleicher Weise kann man für 
alle übrigen Streben die gröfsteu Stabkräfte bestimmen. 

Bei nicht zu grofsen Feldweiten A erhält man die Gröfstwerte 
der Strebenkräfte f&r die Anwendung meist genau genug aus der 
Grundstellung, wenn man die erste Last Pi etwas gröfser annimmt. 

Sind gleichzeitig die gröfsten Stabkräfte aller Wandglieder zu 
bestimmen, so kann dazu mit Vorteil auch das folgende gleichfalls 
auf die Benutzung der ^- Linie sich stützende Verfahren angewandt 
werden : 

Die gröfsten Stabkräfte der Wandglieder sind, wie aus obigen 
Darlegungen ersichtlich, verhältnisgleich dem Stützdruck A der 
Laststellung, welche sie hervorruft. Kennt man daher alle Streben- 
kräfte Dl , Di usw., welche ein Stützdruck A=l erzeugt, so hat 
man diese nur mit den der ^- Linie entnommenen wirklichen Stfitz- 
drücken A zu multiplizieren, welche die für die einzelnen Streben 
ungünstigsten Laststellungen in der Stütze A hervorrufen, um so 
die gröfsten Strebenkräfte D^, 2>2i ^3 ^^^- selbst zu erhalten. 

Das Verfahren selbst entsteht nun wie folgt: Wir denken 
uns den Knoten 11 neben der Stütze B so belastet, dafs in 
der Stütze A ein Stützdruck A = l entsteht und zeichnen zur Er- 
mittelung der dadurch entstehenden Strebenkräfte 2>/, Di usw. 
einen Cremona*schen Kräfteplan (Fig. 130^). Da von allen Knoten 
links von 11 nur der den Ober- und Untergurt verbindende Knoten 
von einer äufseren Kraft ergriffen ist, alle übrigen Knoten von 
1—10 aber unbelastet sind, so nimmt der Kräfteplan die über- 
sichtliche und einfache Form Fig. 130^ an. Die Stabkräfte O^ bis O^ 
des Obergurtes, in der Figur mit 1—6 bezeichnet, treten strahlen- 
f5rmig in q, diejenigen des Untergurtes 1' — 5' ebenso in p zusammen, 
während der Streckenzug der Strebenkräfte beide verbindet. 

18* 
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Eine einfache and wirksame Kontrolle dieses Kräfteplanes ftbr J. = 1 
erh&lt man ans der Überlegang, dafs die Mittelkraft ans der Stabkraft irgend 
eines Gnrtstabes and der Stützkraft A = l darch den Momenten-Drehpunkt 
der Gortstabkraft gehen moÜB. Z. B. maÜB die Mittelkraft ans U^ and ^ = 1 
die Richtang (8 10) 9 (Fig. 130a) aufweisen, während in Fig. 130p uq Mittel- 
kraft von rr^ssö' nnd A^=l ist; zieht man daher durch u (Fig. 130p) eine 
Parallele zn (8 10) 9 , so muft diese durch q gehen. Eine anderweite bequeme 
und gute Kontrolle des Kräfteplanes ergibt sich aus dem Umstände, dafs nach 
Mohr*) die Bichtungslinien der Stabkräfte D{^ Di usw. auf der Bichtungs- 
linie der Sttttzkraft ui = 1 im Kräfteplan Fig. 130p die Strecken pr=A='ly 
qs = 2 A = 2 usw. abschneiden. 

Nachdem so darch den Eräfteplan (Fig. 130^) die Strebenkräfte 
Dlf Z>2, Z>3 usw. sicher bekannt geworden sind, erhält man leicht 
beispielsweise 

Führt nicht die Laststellong ^Px in 4", sondern diejenige 
„P2 in A" nnd Pj entsprechend vorgerückt, zu 1)3,^ und I>2«ja» 
so ist in den Gl. 2 A4 mit Ai (Fig. 130 d) zu vertauschen und 
sind daneben die Kräfte ITz und B^i (Flg. 130«) von den Ergeb- 
nissen nach Gl. 2 in Abzug zu bringen, wenn man nicht, was ein- 
fiicher und meistens praktisch zulässig, die ^- Linie mit einer 
entsprechend vergröiserten ersten Last P^ gezeichnet hat 

In gleicher Weise erhält man alle übrigen Strebenkräfte. Ist 
der Fachwerkbalken symmetrisch, so genügt es, die bewegliche 
Lastengruppe einmal von links nach rechts vorrückend nach und 
nach für alle in der unbelasteten Gurtung zusammentretenden 
Strebenpaare in die ungünstigste Stellung zu bringen und nach 
obigem die Gröfstwerte der Strebenkräfte zu bestimmen. Sind dann 
so für die Streben 7>i, Z>3, 2)5, I>^ und D^ die gröfsten Zugkräfte, 
und für die Streben 2>2, -D4, Z>6, I>q und D^q die gröfeten Druck- 
kräfte bekannt geworden, so hat man damit auch die gröfsten Druck- 
kräfte von Z>j, Z>3, Z>5, i>7 und Bq und die größten Zugkräfte 
von Z>2, i>4, Z>6, Dg und B^q^ denn es sind die gröfsten Zug- und 

Druckkräfte von 2>i und D^o, 2>2 ^^^ ^9» ^3 ^^^ ^8 ^w- 
einander gleich. 



♦) Vergl. Mohr, , Abhandlungen aus dem Gebiete der Technischen 
Mechanik- 1906 S. 395. 
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Ist der Fachwerkbalken ansymmetrisch, so hat man die Lasten- 
grappe noch Ton links auf den Balken yorzoschieben nnd nach- 
einander in die Stellangen zu bringen, welche in 2>i, Z>s, 2>5, D7 
and 2>9 die gröiste Drackkraft and in 2>2, 2>4, D^, 2>8 und D^q 
die gröfste Zagkraft erzeagen. Die Gröfstwerte dieser Kräfte selbst 
sind dann mit Hülfe einer £- Linie za ermitteln. 



lY. Besondere Formen des Fachwerkträgers auf zwei 

Stützen. 

ft) Parallelträger. 

Einen Fachwerkträger mit parallelen Oartangen pflegt man 
kurz einen ^Parallelträger'' zu nennen. (Yergl. S. 236.) Die 
Ermittelang der gröfsten positiven and negativen Stabkräfte eines 
Parallelträgers kann im allgemeinen nach den anter m entwickelten 
Begeln geschehen, lärst sich aber natargemäfs einfacher gestalten, 
als bei anderen weniger regelmäfsigen Fachwerkträgerformen. 

1. Ermittelang der Gartkräfte. 

Nach den GL 1 und 2 S; 233 und 234 ist f&r irgend einen 
Stab des Untergurtes eines beliebigen Fachwerkträgers die Stabkraft 

Z7 = -p und f&r einen solchen des Obergurtes O = — j^. Für 

den Parallelträger sind die Hebelarme h und lu der Stabkräfte fär 
alle Stäbe gleich der Trägerhöhe h. Ermittelt man daher die 
Momente Mo und Jf» fär volle Belastung des Trägers durch ein 
Seileck, dessen Polweite gleich einem Vielfachen der Trägerhöhe, 
gleich nh (mit n als ganzer Zahl) gewählt wird (Fig. 1316), so 
erhält man beispielsweise fQr den Stab 12 des Untergurtes des 
Parallelträgers (Fig. 131a) M2f = n'h'U2, und daher 

1) U2^ — 7— ^ = n-t<2' und ebenso für den 

Stab ¥S' des Obergurtes 

2) ©2 = r — -= — n«i/2- 

Mifst man die Momentenabschnitte u^i und lu^ mit nfach kleinerem 
Eräftemalsstabe, als die Lasten im Erafteck, so erhält man einfach 
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U2 = U2' and O^^ — u^ nnd ebenso ans demselben fbr rolle Be- 
lastong^ des Trfigers gezeiehneten Seileck alle übrigen Stabkr&fte 
der Onrtstäbe. 

Tritt an Stelle der wechselweise nach links nnd rechts an- 
steigenden Wandglieder (Fig. 131a) ein Wandsystem mit links 




i o; 



ansteigenden Diagonalen nnd (lotrechten) Ständern (Fig. 131 c)y indem 
die St&be01\ 12', 2 3' usw. eine lotrechte Lage einnehmen, so 
wird ui^o, n^^u^, w-} = w3 usw. und demnach die Stabkraft 
Z7i = o, — Oi = U2=i(ii — 02 = Z73=»wo usw. Die Ermittelungs- 
methode bleibt dieselbe, einerlei ob es sich um gleicbmälsig verteilte 
Verkehrslast, oder um ein System von beweglichen Einzellasten 
handelt, nur kann es unter umständen zweckmärsig sein, in letzterem 
Falle für die ständige Last und für die Yerkehrslast je für sich ein 
Seileok zu zeichnen. Die Momentenabschnitte u beider sind dann 
einfach zu addieren. 



J 
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2. Die Stabkräfte der Wandglieder. 
Nach Gl. 7 S. 236 ist die Stabkrafk eine Strebe 

Q 

3) 1> = -T^, verhältnisgleich der Quer- 

kraft Q, und zwar für links ansteigende Streben (d>0) im Vor- 
zeichen gleichstimmig^ f&r rechts ansteigende {ö <: 0) ungleichstimmig 
mit Q. Die Strebenkraft D nimmt also bei links ansteigenden 
Streben mit der Querkraft ihren gröfsten positiven und negativen 
Wert an, während bei rechts ansteigenden Streben die gröfste 
positive Strebenkraft mit der gröfsten negativen Querkrafk und 
umgekehrt zusammenfUlL D^iax und !>„<» können danach unmittel- 
bar aus Q^^ und Q^i^ durch Division mit sind gewonnen und 
letztere Werte genau wie in Bd. I S. 163 f&r einen Träger auf zwei 
Stützen dargelegt, ermittelt werden. 

In Fig. 132 a ist ein Parallelträger mit wechselweise links und 
rechts ansteigenden Wandgliedern dargestellt, dessen Belastung im 
Untergurt angreift. Die Stufenlinie 1'2'3'4'5' drückt die Maximal- 
querkraft Qp„^ in den einzelnen Fachen für eine von rechts nach 
links je bis zur Belastungsscheide N derselben vorgeschobene gleich- 
mäfsige Yerkehrslast p aus, während die Stufenlinie 1"2"3"4"5'' 
die durch die ständige Last g f. d. m in den einzelnen Fachen erzeugte 
Querkraft Qg darstellt. Letztere ist für die linke Trägerhälfte positiv, 
für die rechte negativ, und bei der zufällig gewählten ungeraden 
Zahl der Fache im mittleren gleich Null. Die schraffierte Fläche 
zeigt die aus dem Zusammenwirken von Qp„^ und Qg in den einzelnen 
Fachen überhaupt entstehende gröfste Querkraft Q^^x- Sie ist für 
die gezeichnete Trägerform in den ersten drei Fachen von links 
positiv, im 4. und 5. negativ. Bei der in Fig. 132 a gezeichneten 
Stellung der Verkehrslast entsteht im 2. Fach Q,Mx'='^c + cd=ed 

ed 

und gleichzeitig Di^ax and l>imfn» und zwar ist l>2ma*=-^— r 

sm o 

ed 
und J^imM^ -r-^, wobei 7>im<n wie d^ negativ, eine Druckkraft 

smO| 

ist. Ebenso erhält man im ersten und dritten Felde die Stabkräfte 

Dl min und B'smin iu dou Tochts ansteigenden Streben negativ. Im 
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limtm Felde dagi^eo ist Q.« =^^r| + r,<f| »e|<f, » — ^^i^ 
d. L alnrittB gekehrt, negatiT und datier 

l>4-«= — 4^ MgaÜT (wefl d>0) mid 

i>;««.^ ^ P~*^ (wefl i\<:0)- 

Die e utopi e ch eadai YoneidieD gdten auch Ar l>s»« mid D^««.. 




Die Stabkräfie J>max nnd IXmin können nnn leicht wie folgt 
darch Zeichnung bestimmt werden: Zieht man beispielsweise durch e 
(Fig. 1326) eine Parallele eg m 22' nnd durch d eine solche d/ 
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ZU 2'1, 80 ist I>2«,a«=»^« (Zugkraft) und Dtmin'=df (Druckkraft). 
Ebenso wird 2>4 «,«!• = — ^i^i=^i«i (Druckkraft) und Z>i«<««=di/i 
(Zugkraft). 

Rückt die Yerkehrslast p von links je bis zu den Belastungs- 
scheiden in den einzelnen Fachen heran, so entstehen in denselben 
die kleinsten Querkräfte und zwar wird Q^in in den beiden ersten 
Fachen positiv und in den drei letzten negativ. 

Es wird 

Qlmin = — Qe m« (> 0) , Qa«»<n = — Qi«« (> 0) UUd 
Qsmin^ — Qsma» (< 0) USW. 

Daraus ergeben sich die Strebenkräfte wie oben, und zwar wird 
JA max^D^ma» (Druck), 2>i ^<„ = i>6 «i» (Druck) , 

Dlmaz == -Z>5«M (Zug), 2>i«.<n =» D'tmUt (Zug), 

iy%max =- Dlmaz (DrUCk), i>U<n = Z>4«m (DrUCk), 
i>8ma;r = I>8m« (Zug), I>8«<n = ^8«i» (DrUCk). 

In den Streben Z>i, Z>2, J?« und D5 sind also die gröfsten 
und kleinsten und demnach auch alle möglichen Stabkräfte negativ, 
in den Streben J>i, Z>2, Di und 7>6 dagegen alle positiv, während 
in den Streben IK und D^ die Vorzeichen der Spannkräfte wie das 
der Querkraft im Fache 3 mit der Belastung wechseln. Besteht 
die Yerkehrslast aus einer Gruppe von gegeneinander unverschieb- 
lichen Einzellasten, so kann die die Maximalquerkraft darstellende 
Stufenlinie durch die ^- Linie ersetzt imd können die gröfsten und 
kleinsten Stabkräfte in den Streben wie oben dargelegt ermittelt 
werden. An Stelle des Abschnittes c d tritt die betreffende Ordinate 
der ^- Linie im Enotenlot rechts vom durchschnittenen Fach. 

Ersetzen wir wieder die wechselweise nach links und rechts 
ansteigenden Streben (Fig. 132 a) durch ein Wandsystem mit links 
ansteigenden Diagonalen und (lotrechUin) Ständern, indem wir die 
geneigten Streben ÖT", l¥, 23^, 34^ und 45' in die lotrechte 
Stellung (Fig. 1 32 <?) übergehen, dj= — 90® werden lassen, so dafs 
das Fach werk die Form Ol' 5' 5 annimmt, so wird im zweiten Fach 
mit sin öj = — 1 

Qnu 
— 1 

und ebenso ffir alle übrigen Felder die grö&te negative Stabkraft V 
der Ständer gleich der negativ genommenen gröfsten Querkraft Q,»aM' 
Behält man die in Fig. 132 a gewählte Fachteilung bei, so wird die 



D'imin = V2 min = :r' = — ed 
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Neigong ö der Diagonalen in Fig. 132 c entsprechend flacher, die 
Stabkräfte in denselben (vergl. /^ Fig. 1326) entsprechend grörser, 
die Vorzeichen der gröfsten und kleinsten Stabkräfte aber bleiben 
in allen Wandgliedem nngeändert Die Strebenkräfte Di^ax und 
I>imtn, I>2max Und Z>2«i„, sowic Dsmax slnd posltlv, I>8«<n abor, 
sowie D^max und JD^min^ Dinicrn und 2>6m<n sind negativ, während 
die Ständerkräfte Vi^in und Fi««», V%tnin und V^max und Fs««« 
negativ, Fsmox, F4«i„, Vi^ax, Fs«,« und Fß«« aber positiv sind. 
Wollte man den Träger daher in der ansymmetrischen Form Ol' 5' 5 
wirklich ausfahren, wogegen an sich nichts einzuwenden sein würde, 
so könnten die Streben D^ und D^ und die Ständer F4 und F5, welche 
nur Zugkräfte zu leisten haben würden, als sog. schlaffe (nicht knick- 
feste) Wandglieder ausgef&hrt werden, die Diagonalen D^ und D5 
aber und die Ständer Vi und V^ , welche nur Druckkräfte zu leisten, 
sowie die Diagonale D^ und der Ständer F3, welche je nach der 
Stellung der Yerkehrslast Zug- und Druckkräfte aufzunehmen haben, 
müfsten knickfeste Formen erhalten. Verlangt man, dals die Diago- 
nalen nur Zugkräfte zu leisten haben, so läfst sich dieser Zweck 
erreichen, wenn man den Diagonalen D^ und D-^ anstatt der Sich- 
tungen 44' und 55' die Sichtungen 3 5' und 46' gibt und gl eich- 
zeitig die Stäbe 5'6', 5 6' und im dritten Fach die Diagonale 2 '4' 
(Gegendiagonale) hinzufügt 

Die Diagonalen D\ und D^ erhalten damit statt der Neigung 
+ d eine solche — ö und gleichzeitig die Ständer statt der Neigung 
— 90^ die + 90 ^ was eine Umkehrung der Vorzeichen ihrer Stab- 
kräfte im Gefolge hat Im Mittelfach hat jetzt die Diagonale 33' 
die aufwärts gerichtete Querkraft Qzmax aufzunehmen und dabei eine 



Q 



3 mcuc 



positive Stabkraft i>3max = . 'T zu leisten, die Diagonale 24' aber 
hat die abwärts gekehrte negative Querkraft Qsmtn aufzunehmen und 
dabei die gleichüeJls positive Stabkraft Dzmax^ ^>«<n (^^^q) zu 
leisten. 

Eine aufwärts gekehrte Querkraft würde nämlich das Rechteck 2 3' 4' 3 
des Mittelfaches in die punktiert angedeutete Form eines Parallelogramms zu 
verschieben streben. Die dabei angestrebte Vergröfserung der Entfernung der 
Punkte 3 und 3' voneinander kann die „schlaffe" (nur zugfeste) Diagonale 3 3' 
verhindern, während die gleichfalls „schlaffe" Diagonale 2 4' gegenüber der 
gleichzeitig angestrebten Näherung der Punkte 2 und 4' unwirksam bleibt. 



IV b. Der parabolische Fachtoerkträgfr, 283 

« 

Das Umgekehrte findet beim Auftreten einer abwärts gekehrten Qnerkraft im 
Mittelfelde statt. Von den beiden schlaffen Gegendiagonalen 3 3' nnd 2 4' 
ist also jeweils nur eine statisch wirksam, so daüB, wenngleich das Fachwerk 
mit beiden Gegendiagonalen einen Stab znviel hat, nm statisch bestimmt zn 
sein, die statische Bestimmtheit dennoch besteht, weil stets ein Stab 
unwirksam ist. 

Das Erfordernis von Gegendiagonalen im Mittelfach ist also 
eine Folge des mit der Stellung der Yerkehrslast wechselnden 
Bichtungssinnes der QaerkrafL Bei Parallelträgem mit einer 
gröfseren Zahl von Fachen oder verhältnismäfsig grofser Yerkehrs- 
last kann der Bichtungswechsel der Qaerkraft sich auf mehrere 
Fache in der Trftgermitte erstrecken, die dann bei Anwendung schlaffer 
Diagonalen alle Gegendiagonalen erhalten müssen. 

b) Der parabolische Fachwerkträger. 

Die Bedingung, dafs bei einem einfachen Fachwerkträger dessen 
Wandsystem aus Ständern und Diagonalen besteht, die Stabkräfte 
in letzteren ffir volle gleichmäfsig verteilte Belastung durchweg 
gleich Null werden, führt zu einer Trägerform, deren Höhen in den 
Ständerlotrechten gemessen, sich mit der Entfernung von den Auf- 
lagern nach parabolischem Gesetz ändern , deren Gurtungen also 
Sehnenvielecke in Parabeln sind. Aus GL 6 S. 236 folgt nämlich 
mit 1> = 

ho hu ' 
d. L die Trägerhöhe mufs verhältnisgleich sein dem Moment an be- 
treffender Stelle. Sind nun Mm nnd h^ das Moment und die Träger- 
höhe in der Trägermitte, Jf« nnd h^ desgl. in irgend einem Ständer- 

lot im Abstände .v von einer Endstütze, so ist Jfm = ^, 

o 

M»^- — — — - und demnach, wenn man in Gl. 1 Mo mit M^^ M^ 

mit Jffn, K mit h^ und A„ mit h^ vertauscht nnd die entstehende 
Gleichung für A« löst 

Gl. 2 drückt die Form eines Parabelträgers von der Höhe 
A» und der Stützweite l aus. (Vergl. Gl. 1 S. 211 für den Yoll- 
wandträger mit stetig gekrümmten Gurtungen, sowie Eeck, Mech. I 
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3. Aufl. S. 209). Die gröfsten GnrtetabkrSfte Ar volle Belastung 
erhält man leicht aas der Erwägung, dafs die Gurtungen die 
Gleichgewichtsform einer Gelenkstangenverbindung für die gegebene 
Belastung darstellen und die wagerechte Seitenkraft aller Gurtkräfte 

daher 3=^-^— ist Für den Obergurt ist demnach die Stabkraft 

selbst in irgend einem Stabe 

3) On^- 

und f&r den Untergurt 

3a) J7„. 



H 



cosco. 



H 



cos V,, 



(vergl. S. 212). 



Im Übrigen findet bezüglich der Gurtstabkräfte das auf S. 212 
für den YoUwandträger gesagte sinngemäise Anwendung. Geometrisch 

kann die Bestim- 

j lu . Fig. 133. 

mung derselben m ^ 

der in Fig. 133 an- 
gedeuteten Weise 
geschehen , indem 
man durch den einen 

Endpunkt einer 
wagerechten Strecke 
Öl^H Parallelen 
zu den Gurtstäben 
zieht bis zum Schnitt 
mit der Lotrechten 
durch 1. 

Der Punkt O 
ist dann zugleich Pol der Seilecke, welche die Gleichgewichtsform 
der Gurtungen ausdrücken. 

Die Streben sind für einseitige Belastung zu be- 
rechnen. Da nun beim paraboTischen YoUwandträger 

Ima« = it:-^r~ (s. S. 213), 

SO werden (bei nur einer Strebe in jedem Fache) sämtliche Streben 
abwechselnd gleich stark auf Zug und auf Druck beansprucht. 

Für die stärkste Strebenkraft läfst sich eine Formel von 
gleicher Einfachheit mit der Formel für Y ableiten, wenn die 
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einseitige Belaatong in der auf S. 271 n. f. besprochenen Weise, d. h. so 

angenommen wird, dafii die Last p von B 

ans nur bis an das durchschnittene Fach 

vorgeschoben nnd am Vorderende der 

Last eine Einzellast V2|>^ hinzagef&gt 

wird (Fig. 134). Für diesen Belastongsfall 

erhalten wir nun 1>m<m n&ch der Ol. 6 

S. 236 zu 



Fig. 134. 

4 i 




u. — / — « — 



JD, 



. Mu Mo 

COSO = >r-= =-^ 



Es irt nun A= p^^^ +^^-^ = p^^ {l - x + X) . 



Mu Ax 



AxP 



AP 



und ebenso (indem man l — x mit l — x-^-X vertaoscht) 



Ml 



AP 



mithin 



AK{i—x+xy 

i?««C08 = -j-r-lT — j . 

4A_U — X l — x + äJ 



Setzt man hierin den Wert für A ein, so folgt nach geeigneter 
Zosammenziehung : 



'max 



C08d=^^ 



d. h. mit der Fachlftnge ^ verhältnisgleich. Nennt man aber die 
Länge der Strebe d^ so ist cosd=:^:^, und es wird 

pl d 

8 hm^ 

4) ^ pld 



D 



uid 



J-^wkasß "— 



min 



8 h 



m 



D. h. die gröfsten Strebenkräfte sind mit den Längen der Streben 
yerhältnisgleicb. 

Will man nur Zug streben haben, so müssen in allen Fachen 
gekreuzte Streben angebracht werden, deren stärkste Zugkräfte 
dann sämtlich nach Ol. 1 zu berechnen sind. 

Die absolut genommen gröfsten Ständerkräfte, welche Druck- 
kräfte und daher mit F«,»» zn bezeichnen sind, lassen sich nicht 



z'r', y 



A-'^tfßuf.i^ h Mf zTir 







HjI 4ie gi^äte 



r 



r 






F:r. :34, 



(«f 





- «^ ' i^- l -4^ 



Z-ar-X 



Stftnder bestimmt werden (Schnitt tt). Die Verkehrglast p ist von 
rechts bis zam Knoten 2' vorzuschieben. Die Stützkraft A ist dann 

und aus der Momentengleichung für das Trägerstflck links vom 
Schnitt in Bezug auf g als Drehpunkt erhält man bei den aus der 
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Figur ersichtlichen Bezeichnungen V^^i^^A ; — . Nach der 

Figur ist ferner ^T^ ^^^ ^^^^ Beachtung der 61. 5 auch 

Für a erhält man aus der Figur 
7) «==^2 — cd — hl 

und zufolge Ähnlichkeit der Dreiecke cd'ü und 1>2', sowie 6? 2 

und 2/3 cc^ = <?2'-y= o T •^'T^"9~^'T* 

Mit Bezug auf Gl. 7 folgt daraus 

Nach Ol. 2 ist nun, wenn man x mit (x — i) vertauscht, 
Ä,=4A.„(^^:iMzi£±i), femer Ä, = i^-^ und 

"3 — ^ "'m j2 • 

Damit wird nach Gl. 8 7- = 7 und nach Gl. 6 

A2 l — X 

Im ersten Gliede ist ^(l — x)^Mg gleich dem Biegungs- 

moment des in jedem Knoten mit ;?/ belastet gedachten Trägers. 
Zeichnet man nun zu dieser Belastung mit der Polweite l ein 

Seileck hlm (Fig. 134fc), so wird ^ 7" ^ ^M^^^l^rq und 

t4 



px 
~2l 



{l — x) = rq. 



pÄ 



Macht man femer im rechtsseitigen Stützlot mn«=^ und 
verbindet n mit fc, so wird rÄ = ^-y und somit 

Ebenso schneiden die Gerade kn und das Seileck klm auf 
allen Ständerloten die gröfste Ständerdruckkraft Vmin ab. 
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Hierzu kommt noch der Beitrag der ständigen Last g^ der 
bei der hier vorausgesetzten Belastung des Obergurtes in einer 

Druckkraft ^ besteht, welchen Lastanteil jeder Ständer auf den 

Untergurt zu übertragen hat. 

Ist der Träger ein Bogensehnenträger (Fig. 135 c) mit be- 
lastetem Untergurt, so ist, um F2^^ herbeizuführen, die Verkehrs- 
last f bis zum Knoten 3 vorzuschieben. Es wird dann 

^-£fc^(Z_a?->l) und 

11) y^^i^=U'-^^^''^-'^^.^^^^^ 

Nach der Fig. 134(? ist jetzt a^h^ — cd und, da wegen Ahn- 
lichkeit der Dreiecke cd2' und l'^2' cd = e2''j^{h2 — Ajy 

Mit den oben vermerkten Werten für ht und Aj wird 7- = -7 

/12 l — iß 

und somit nach Ol. 11 



px{l--x) pX(l — X) 



13) w«in 21 21 

Das erste Olied wird wieder durch die Seilecksordinate rq 
(Fig. 135 &) ausgedrückt Das zweite von x unabhängige Olied 
entsteht aus dem ersten mit ^ = ^, ist also gleich der Seilecks- 
ordinate VW im ersten, bezw. letzten Ständerlot. Zieht man daher 
durch w eine Wagerechte, so schneiden diese und das Seileck auf 
den Ständerloten die grOfsten Ständerdruckkräfte F«,,» ab. 

Die Beiträge der ständigen Last g bestehen hier für jeden 
Ständer in einer Zugkraft gX, welchen Lastanteil jeder Ständer auf 
den Obergurt überträgt. 

In der linken Hälfte der Fig. 1352^ sind die gröfsten Ständer- 
kräfte des symmetrischen Linsenträgers, in der rechten die des 
symmetrischen Bogensehnenträgers dargestellt. 

Wird der Linsenträger im Untergurt belastet, so ergibt eine 

bezügliche Untersuchung, dafs der Punkt n in Fig. 1346 um -~ 

unter m liegt, das zweite Olied in Ol. 9 negativ ausfällt. 

Ist der Träger ein Fischbauchträger, dessen gerader Obergurt 
belastet ist, so wird das zweite Olied in Ol. 13 positiv, und in 
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Fig. 1356 schneiden eine Wagerechte im Abstände vw= -p 

oberhalb der Oeraden mh und die Seillinie mlk Kxd den Ständer- 
loten die gröfsten Stftnderkräfte ab.*) 

Auf die Ermittelung der Stabkräfte F«««« welche, sofern sie 
Druckkräfte sind, kleiner ausfallen als die F«»<„, soll hier nicht 
eingegangen werden, weil sie für die Abmessungen der Ständer 
meist nicht in Frage kommen. 



c) Der Schwedler'sche (hyperbolische) Träger. 

Beim parabolischen Fachwerke sind die Strebenkräfte so klein 
wie möglich; zugleich sind, wenn Druckstreben ausgeschlossen 
werden, in allen Fachen gekreuzte Zugstreben erforderlich. Der 
jetzt zu behandelnde Balken erfGllt die Bedingung, dafs in allen 
Streben nur Zugkräfte entstehen und diese so klein wie möglich 
ausfallen. Diese Bedingung lautet offenbar, wenn man nur eine 
Strebe in jedem Fache sich denkt, 
1) l>^i« = 0, 

weil dadurch ein negatives i>, welches eine Oegenstrebe ver- 
anlassen würde, gerade noch vermieden wird. Die interessanten Eigen- 
schaften dieser vom weil. Wirkl. Geh. Oberbaurat Schwedler (Berlin) 
erdachten Balkenform sind am klarsten zu überblicken, wenn man sie 
nicht an dem unstetigen Fach werke, sondern an einem stetigen 
VoUwandträger entwickelt; die entsprechende Bedingung heifst dann 

2) rm«n = o. 

Man denke sich zunächst einen Vollwandträger beliebiger (noch 
unbestimmter) Ourtform, führe im Abstände x von A einen Schnitt, 
lege Tangenten an die Schnittstellen der Gurten, welche sich in 
Z/, in einem Abstände w von 
Ay schneiden mögen. Die in 
Fig. 136 angedeutete einseitige 
Belatung ist nach S. 212 die- 
jenige, welche Ymm entspricht 
Soll nun dieses Ymtn = sein, ^ ^P) 

so wird die Momentensumme 
der inneren Kräfte am linksseitigen Abschnitt in Bezug auf L 




*) Vergl. Müll er -Breslau, Graph. Statik 3. Aufl. S. 294. 

E«ok, Elutizit&tBlehre. H. 19 



4) «'^^z,. --^_.i- 
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gleidi Null, so daft die fta&ereii Kräfte A und {g+p)x ebeoftlls 
die Momentensamme Null liefern müflaen; oder die resultierende 
äulsere Kraft R ma& doreh den Drehpunkt L gehen. (Wfirde JR 
rechts Yon L bleiben, so entstände ein poeitiFes Fm«, und um- 
gekehrt.) Es ergibt sich hiemach die Oleichung 

Nun ist aber A = ^ + px'-^^\ 

führt man dies ein und setzt noch zur Abkürzung das Lastrerhältnis 
3) g-.p^n, 

SO ergibt die Auflösung nach w: 

_ {\+n)xH 
n{P—2lx) — x^ 
Der Abstand des Drehpunktes L yon der Schnittstelle wird dann 

Ix^ — nlx^^ nPx — a^ x{l — x){x + nl) 

'^'^^ n{P—2lx) — x^ ^n{l^-2lx)—T^' 

TJm daraus die Trägerform zu finden, lasse man an der Schnitt- 
stelle X um dx wachsen, dann wächst die Trägerhohe A daselbst 
um db. Bei C entsteht ein kleines rechtwinkliges Dreieck mit 
den Katheten dx und dh, welches ähnlich ist dem greisen Dreiecke 
LCn. Daher wird 

dh dx nCP — 2lx)''X^' 
h w+x x{l — x){x + nl) 

Behufs der Integration dieser Differentialfunktion des Schwedler- 
Trägers mufs die rechte Seite in Teilbrüche zerlegt werden, wonach 

man erhält 

dh dx dx dx ... . 

-^== -— z, mithin 

h x l — X x + nl 

lh^lx + lil''x) — l{x + nl) + lC oder 

x + nl 

Fflhrt man zur Beseitigung der Integrationskonstanten die TrSger- 
hOhe hm in der Mitte ein (x-'^il; h='1im), so erhält man leicht 

5) h = ^cc(l-x)l . 

^ + n 
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F«Ute der letzte Brach auf der rechten Seite, so wäre 61. 5 die 
Gleichung des parabolischen Triers (S. 283). Da nun 

80 ist die nach Ol. 5 berechnete Trftgerhöhe links von der Mitte 
grorser, rechts aber kleiner als die des entsprechenden parabolischen 
Trftgers. Einem der Ourte kann man beliebige Form geben ; den 
bisherigen AusfQhrungen entsprechend, möge der üntergart gerade 
gewählt werden, so dals dann Ol. 5 ohne weiteres die Oleicbung 
des Obergurtes ist. 

Nach vorstehenden Bemerkungen ist die nach Ol. 5 bestimmte 
Trägerform unsymmetrisch zur Trägermitte. Die Höhe A^ in der 
Mitte ist daher nicht die gröfste, vielmehr liegt diese auf der 
linksseitigen Hälfte. TJm ihre Lage zu finden, setze man dhidx^O 
oder 

Dieser Gl. entspricht ein Wert ^==^o» wo 

6) .._„,(_. +yr;3)_£,(-i+y7;|). 

Dieser Wert wurde schon Bd. I S. 162 f&r diejenige Stelle 
gefunden, an welcher &m<n = ist, wo also beim Parallel träger 
die kleinste Wandscherkraft Y^n'=0 sein würde. Auch durch 
einfache Überlegung findet man, dafs an dieser Stelle die gröfste 
Höhe des Schwedler-Trägers liegen mufs : Für x=a:o trifft nämlich 
der Umstand (F^{n = 0) beim Parallelträger zu, welcher beim 
Schwedler-Träger durchweg gilt; es mufi daher an dieser Stelle 
der letztere Träger mit dem Parallelträger übereinstimmen, d. h. 
seine Gurten müssen hier ebenfalls parallel sein. 

Setzt man den Wert x = Xo nach Gl. 6 in Gl. 5 ein, so ent- 
steht nach geeigneter Zusammenziehung ___^_ 

Ordnet man Gl. 5 nach Potenzen von x und A, so erhält man 
{2+4tn)hmX^ + 0'h^+lxh — {2 + 4:n)h„Jx + nPh=^0; 

dies ist für endliche Werte von n die Gleichung einer Hyperbel, 

weil (2 + 4n)Ä«-0-V*i^<0. 

19* 
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Die eine Asymptote derselben steht lotrecht and liegt xna nl links von 
der Spannweite; die zweite Asymptote schneidet die Spannweite AB = l 
in einem Abstände nl rechts von B und trifit die erste Asymptote in der 
Höhe 2Ä,„(1 +2n)«. 

In dem Gesetze des hyperbolischen Trägers sind der Parabel- 
and der Dreiecksträger als SonderfiUe enthalten: 

1) Für n=^g-p'=oo, also P/g^O wird Gl. 5 zu 

d. h. zur Gleichung des parabolischen Trägers; die grorste Höhe 
liegt nun in der Mitte, es wird A^^ = A^. (Der Ausdruck 

(— w + V^n + n^) in Gl. 6 wird nämlich für n = co zu Va .) 
Dieser Übergang zum parabolischen Träger folgt auch aus einfacher 
Überlegung ohne jede Rechnung. Wird nämlich ^'^ = 0, ver- 
schwindet also die bewegliche Last p gegen die ständige Belastung 
p, so ist einseitige Belastung mit p links vom Schnitt überein- 
stimmend mit nur ständiger Belastung der ganzen Spannweite, und 
der Bedingung y=0 für diesen Belastungsfall entspricht ja be- 
kanntlich der parabolische Träger (S. 210). Je gröfser n wird, je 
mehr die ständige Belastung gegen die bewegliche überwiegt (bei 
grofser Spannweite), desto mehr nähert sich die Hyperbel der Gl. 5 
einer Parabel, desto näher rückt die Stelle der gröfsten Trägerhöhe 
der Mitte der Spannweite. 

2) Ist dagegen (bei sehr kleiner Spannweite) w = ^/p = 0, so 
wird Gl. 5 zu 



l ' 
dargestellt durch Fig. 137. 

Die Garten haben bei ungünstigster (voller) Belastung mit 
g + p = q das Moment ^/iqxil — x) aufzunehmen. Für die gröfste 
wagerechte Seitenkraft der Gurten H= U= O cos co gilt daher 

Eh oder H^x(l^ai)'^^^y^qx{l'-x); 

8) dMgibt ^=t^=ocoscü=^^^:p^. 
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H ist hiernach eine lineare Funktion vott x . Fftr 
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(8. Fig. 138). 
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Die Wandscherkraft erreicht ihren grOfsten Wert Ymax^ wenn, 
anfser ständiger Belastung der ganzen Spannweite, das Stflck l — x 
rechts vom Schnitte noch mit p belastet ist. Dieses Y^ax könnte 
man unmittelbar berechnen mittels der Momentengleichung in Be- 
zug auf den Drehpunkt Z, dessen Lage ja mit HQlfe der GL 4 
(S. 290) bekannt ist Die Bechnung wird aber vereinfacht durch 
folgende Betrachtung: 

Für jede Belastung gilt (nach QI. 4 S. 208): 



r=A 



(f: 



dx 



Nun ist ffir Belastung der ganzen Spannweite mit p (nach QL 8 S. 292) 

h^ 8hm ^/2 + n' 



also 



(?) 



pi 



dx Shfn V2 +n' 

mithin die Wandscherkraft für diese Belastungsart 



9) 



r«= 



^pi 



"" 4A«l + 2n* 

Es setzt sich aber Y„^ zusammen aus Yg (entsprechend nur 
ständiger Belastung) und dem Einflüsse der einseitigen Belastung 
rechts mit p, was wir schreiben wollen 

r,n« =^Yg+Yrp. Ebenso ist 

Ymin = = Yg-^r Yip , 

insofern die kleinste Wandscherkraft (deren GrOfse ja Null) aus 
Yg und dem Einflüsse einer einseitigen Belastung links mit p 
entsteht. Zählt man beide Gleichungen zusammen, so wird (weil 
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Yrp+ Tip einer Belastnng der ganzen Spannweite mit p ent- 
spricht, ako gleich Yp ist) <». 

F««.= 2 y, + Tp= Yp(29lp + 1)= Yp(2n + 1) 
oder mit Hfilfe von Gl. 9: 



10) 






ma^r 



Hiernach ist, wie beim parabolischen Träger (S. 213) die gröfste 
Wandscherkraft nur von p, nicht von ^, abhängig und ebenfalls 
verbältnisgleich mit der Trägerhohe h an der betreffenden Schnitt- 
stelle. Während die Wandscherkraft beim parabolischen Träger 

P — j i P schwankt, bewegt sie sich beim 



zwischen 



8 h 



und 



m 



.plh. 
^ 8 h 



m 



hyperbolischen Träger zwischen und ^i- 

4 h 



m 



Der Schwedler'sche Fachwerkbalken. Es ist nun aus dem 
hyperbolischen Vollwandträger der Bedingung Fmiii'^O der eigentliche, 
in Fach werk ausgebildete Schwedler -Träger mit der Bedingung 
Dmin^'O abzuleiten. Geht man dabei von ständiger Last g und 
beweglicher Last p aus, welche durch Zwischenträger auf die Knoten- 
punkte eines Ständerfachwerks übertragen werden und schiebt man 
bei einseitiger Belastung wiederum, wie in Fig. 134 S. 285 dar- 
gestellt, die Last nur bis an das durchschnittene Fach vor, indem 
man aber gleichzeitig am Yorderende der Last eine Einzelkraft 
^/2p^ hinzufügt, so zeigt sich, dafs die Gleichungen des hyper- 
bolischen Trägers nicht. nur annähernd, sondern genau auf das 
Fachwerk übertragen werden kOnnen. 

In Fig. 139 ist diejenige Belastungsart gezeichnet, welche dem 
kleinsten Werte !>„(„ der durch- 
schnittenen Strebe in einem beliebigen 
Fache entsprechen würde. Es ist 
dann das Moment infolge der stän- 
digen Belastung g 

bei an M»=^^/2px(l-- x) 

bei x + JL: Jtf, + ^ = Va^^C^ + 'ijC^ -^-'^)- 

Durch die bewegliche Last allein entsteht der rechtsseitige Auf- 
lagerdruck 
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Fig. 139. 
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Infolge beider Belastungen wird nun f&r den unteren Endpunkt 
der Strebe 

h )u Ai 

und fibr ihren oberen Endpunkt 

\k)o h 

wenn h und h^ die Trftgerhöhen zu beiden Seiten des durch- 
schnittenen Faches sind. Nach der Bedingung des Schwedler- 
Trägers soll nun D^in^O sein, also auch nach Gl. 6 S. 236 



^-»-'-(x).-(f)r»' 



daraus folgt mit Hülfe der vorhergehenden Oleichungen 

hy^ B{l-x—Ä) + y2ff(x + Ä)(l^X''JL) 
h B{l—x)+^/2<fx{l-x) 

oder nach Einführung des Wertes von B und nach Zusammenziehung 

h^^ (x + A)(l--x-'^)(n + ^/l) 
h „ ^ ( . x + Ä 



a?(Z — a;)^n + ^-p-j 



Dieser Bedingung mufs der Fachwerkbalken entsprechen, damit 
l>min='0 sei. Berechnet man aber h und Ai aus Gl. 5 (S. 290), 
so ergibt sich dasselbe. Daher kann Gl. 5 zur Berechnung der 
einzelnen Ständerhöhen des Trägers benutzt werden; der Obergurt 
wird dann ein Sehnenvieleck der Hyperbel. 

Die grSÜBte Kraft der Streben Dn^^x finden wir nach dem 
Vorgange der Berechnung von F«« (Gl. 10). Für Belastung der 
ganzen Spannweite mit p ist nach Gl. 8 (S. 292) 



(f)— 



, (M\ pP x + Ä + nl , , 

daraus i"xJ = "fc 1^^;^ . daher 

J9pC0sd = J9p-= — — — =^77— — , oder 

j j 

Dv^ M /o . ^\ T-» '"'^enn d die Länge der Strebe. 
4 (2 n + 1) Am 
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Nun ist 



■P«.« = 0= Dt + Djp 



I>«,« = 2 Z>, + I>p = />p (2 n + 1) , folglich 

pl d 



JJnutx — " 



d. h. die grO&ten Strebenkräfte sind mit den Strebenlangen ver- 

h&ltnisgleich. (Für Lokomotiv- 

Belastang werden die Form- and 

Spannungsverhältnisse verwickelter.) ^.-^^^^V ^T^vT^^s^^v^ 



Fig. 140. 



Symmetrische Anordnung des 



Fig. 141. 




Fig. 142. 



/KK^m:^ 



Balkens. Durch obige Herleitung 
haben wir einen zur Mitte unsym- 
metrischen Balken erhalten, dessen 
Zugstreben sämtlich nach rechts ab- 
fallen. Daraus lassen sich nun zwei 
verschiedene symmetrische Formen 
ableiten, indem man entweder die 
linksseitige oder die rechtsseitige 
Hälfte symmetrisch wiederholt Bei Fig. 141 liegt der Obergurt 
ganz oberhalb einer Parabel der PfeilhOhe Am« weshalb die 
wagerechte Gurtkraft nach den Auflagern hin abnimmt und Zug- 
streben nach der Mitte abfallen müssen, während bei Fig. 140 das 
QegenteU stattfindet Letztere Anordnung wird nicht benutzt, weil 
die Gurten nach den Auflagern hin zu schwer werden. Aber auch 
die Anordnung nach Fig. 141 hat man ihrer unschönen Form wegen 
nicht ansgefOhrt, sondern hat in dem mittleren Teile, in welchem 
die Gurten nach der Mitte zu sich senken müfsten, das Mittelstfick 
eines Parallelträgers eingelegt Dadurch sind nun fOr dieses 
eingeschobene Stück die kennzeichnenden Eigenschaften des hyper- 
bolischen Trägers aufgegeben und in demselben gekreuzte Zugstreben 
oder knicksichere Streben erforderlich geworden (Fig. 142). 



d) Der Halbparabeltr&ger (abgestumpfter Parabeltr&ger). 

In den vorstehenden Kapiteln wurden die Eigenschaften 
einiger bemerkenswerten Trägerformen behandelt; jedoch sind der- 
artige Untersuchungen fQr die Berechnung bestimmter Beispiele 
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keineswegs immer erforderlich, vielmehr kann diese leicht anmittelbar 
mit Hülfe der entwickelten Methoden erfolgen, wenn die Trftgerform 
gegeben ist. 

In folgendem soll beispielsweise ein Halbparabelträger berechpet 
werden, d. i. ein Träger mit parabolisch geknicktem Obergart, der 
an den Enden nicht die Höhe Nall, sondern eine bestimmte Höhe ho 
aufweist. Die Spannweite sei darch Ständer in beispielsweise 8 Fache 
geteilt (Fig. 143), dann ist, wenn man die unteren Knotenpunkte 
mit bis 8 numeriert, A4 ^ig, 143. 

die gröfste Trägerhohe, und ??L-r-— t^'"T^^ — T 
in einem Abstände x vom Ao l5>J^^ >J^\ 
linken Auflager gilt ttr 1 t 3 4 s e 7 

die Trägerhöhe A« nach der Parabel- Gleichung die Formel 

1) A,-/io-^%— ^^(Z-^). 





l 



Wir wählen nun die Fachlänge k zur Einheit, so dafs Z=»8 wird, 
und nehmen noch A^s^lai und ho^^l^ an, so dafs die Träger- 
form nun ganz bestimmt ist; dann wird nach Ol. 1 

2) A,=:0,5+ V32^(8 — a?), 

worin x natürlich nur die Werte ganzer Zahlen 1, 2, 3 haben kann. 

Da die Fachlänge = 1, so wird tgdi==Ao, tgd2 = Ai usf. 
Ebenso wird tg 6>j » A^ — K usf., und alle zunächst wichtigen 
Oröfsenverhältnisse finden sich in folgender Tabelle: 

A,-Ao = tg Ol, ==^ = 0,21875 

A,=tg<»s=3| = 0,71875 -32=-0,0625 

Ä, - Ä, = tg «., = 55 = 0,15625 

Ä, = tg<», = g = 0,875 __=_0,0625 

Ä, - A, = tg 0.3 = 55 = 0,09375 

Ä,==tg^4=^ = 0,96875 -g^ = -0,0625 

A4 - A, = tg 014 = 5H = 0,03125 
A4 = tg^5 = l»0 32 

Dafs die zweiten Differenzen durcliweg denselben Wert — 0,0625 haben, rührt 
Yon der Parabelgestalt des Obergurts her. 

Jeder mittlere Knotenpunkt des Untergurts trage eine st&ndige 
Last O , eine bewegliche Last P, und zwar sei O » Vs P, also 
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G==^fe{G + P), P— Ve (O+P). (Belastungen der KnotenpunWe 
und 8 werden unmittelbar von den Auflagern angenommen.) 

Da der Halbparabelträger eine Mittelform zwischen Parallel- und 
Parabelbalken ist, so mufs für yoUe Belastung die wagerechte Kraft 
der Onrten nach den Enden hin abnehmen, nur nicht so stark wie 
beim Parallel träger. Es sollen nur Zugstreben angeordnet werden, 
diese müssen vorwiegend nach der Mitte abfallen, doch wird eine 
gewisse Zahl von Mittelfeichen auch Gegenstreben erfordern. Damit 
aber diese letzteren die Übersicht nicht sturen, nimmt man bei der 
Berechnung zunächst nur nach rechts fallende Streben an, untersucht, 
nach rechts fortschreitend, wie weit man für diese noch positive 
Spannkräfte bekommt, und läfst sie darüber hinaus fort; die so 
berechnete Strebenschar wird dann symmetrisch wiederholt 

Die OnrtkriUte werden für volle Belastung aller 7 Lastpunkte 
mit O + P berechnet, wobei jeder Auflagerdruck V2 (ö^ + P) 



beträgt. Um beispielsweise U^^im dritten 
Fache des Untergurts zu berechnen (Fig. 144 , 
führt man einen Schnitt tt und wählt den 
Schnittpunkt K der beiden mitgetroffenen 
Stäbe O3 und D^ zum Drehpunkte, so dafs 
letztere keine Momente erhalten. Dann hat 
man die Momentengleichung 

3) = — t^Ä2 + V2(e + P)-2-(ö + P)-l, 

also, weil h^^Oßlb, 

6 



Fig. 144. 




(M 



4) 



U.^ 



0,875 



(ö + P)= 6,857 (Ö + P). 



Zur Berechnung desjenigen Stabes O2 des Obergurts, welcher mit 
r^3 zwischen denselben Hauptstreben liegt, ist der untere Knoten- 
punkt 2 als Drehpunkt zu erwählen; in Bezug auf diesen ist aber 
das Biegungsmoment das gleiche, wie bezüglich des Punktes f, 
so dafs auch das Widerstandsmoment denselben Wert haben mufs- 
Der Hebelarm von O3 ist aber h^ cos 0)2, die Drehungsrichtung einer 
Zugkraft O^ rechts herum, während U^ links drehte, mithin wird 
O2 cos Wg Ä2 = — ^72^2 oder 02 = — U2 sec Wg . Nun ist sec (O2 das 
Verhältnis der Länge des Obergurtstückes zur Länge seiner wage- 
rechten Projektion, daher aus einer sorgfältigen Zeichnung leicht abzu- 



IVd, Der HdlhparaheUräger (abgestumpfter Parabelträger), 299 



greifen ; jedoch kann man auch sec wj =» 1^1 + tg^ cog = V^l + 0,15625 
= 1,01154 berechnen und erhält Og« — 6,936 (Ö + P). 

FQr alle GnrtBtücke bis zur Mitte erhält man in gleicher Weise: 



^3 = 6,857 ((? + P) 
C7^= 7,742 (Ö + P) 



Ol = - 4,983 (ö + P) 

02= -6,986 ((? + -?) 

03=^ — 7,776 (Ö + -P) 
0,= - 8,004 (G^ + P). 

Die Streben werden fftr einseitige Belastung berechnet. Bei 
der Bestimmung you Z>3 hat man den Schnittpunkt £3 von O3 
und U^ zum Drehpunkte zu wählen (Fig. 145). Zur Ermittelung 



Fig. 145. 
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seines Abstandes w^ vom linken Auflager fflhrt leicht die Verhältnis- 
Gleichung (u^3 + 2) : Ä2 = 1 : (A3 — A2) 5 ^*8 gibt i«/3 = 7 Vs . Zerlegt 
man I>3 am Punkte 3, so wird 2>3 sin ^3 (tv^ + 3) das innere 
Moment bezüglich des Punktes L^, und zwar findet man sinds am 
einfachsten, indem man das gegebene tg ^3 ^ 0,875 in der Tangenten- 
Spalte einer trigonometrischen Tafel aufsucht und in derselben Reihe 
sin ^3 =: 0,6585 in der Sinus-Spalte abliest. Ffir D^max ist die in 
Fig. 145 fc gezeichnete Belastung mafsgebend, wobei'-4 = V2Ö + ^V8P 
wird. Dann erhält man die Momentengleichung 

5) = 2>38ind3.10V3— -ä.7V3 + 2ö8V6. 

(Wir schreiben in diesen Gleichungen stets zuerst die gesachte Spann- 
kraft, dann den Aaflagerdrack nnd endlich die Lasten links vom Schnitt an, 
welche letzteren wir sogleich mit ihrer Mittelkraft einführen.) 

Daraus ergibt sich 

6) 2>8 ma» = 1»175 G + 2,020 P. 



- 1,8/92 (<?+P)^ undP-V6(ö+PV* 
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Dzmin entsteht bei einseitiger Belastung links vom Schnitte, braucht 
aber nicht besonders berechnet zu werden, sondern folgt aus i>8m<» • 
Schreibt man nämlich 

7) Bsn^a^^OLG + ßP, 

8) Dz^in=^oiG + yP 

mit Rücksicht darauf, dafs ja die ständige Last in beiden Fällen 
dieselbe ist und deshalb auch gleichen Einflufs üben mufs, so stellt ß 
den Beitrag von 5 rechtsseitigen, y den Beitrag von 2 linksseitigen 
Lasten der OrOfse Eins dar; ß + y ist daher der Einflufs aller 
7 Lasten (von der Größe Eins) auf i>, und weil a dasselbe be- 
deutet, so mufs ß + y=^a oder 

9) y=za — ß sein. 

Hier wird y « 1,175 — 2,020 = — 0,845 , 

mithin Ds ^.n = 1,175 G - 0,845 P = — 0,5083 (G-hP). 

Die Strebe im dritten Fach hat also bei Belastung rechts vom 
Schnitt eine Zugkraft, bei linksseitiger Belastung aber eine Druck- 
kraft zu leisten. 

Berechnet man in gleicher Weise die übrigen Streben, von 
links beginnend, so erhält man für A«;» und Di^^n ^^^^ positive 
Werte; in diesen Streben kommt also nur ein der Qröfse nach 
wechselnder Zug vor. I?^ hat ebenso wie i>3 wechselweise eine 
Zug- und Druckkraft zu leisten. Die Streben der 4 mittleren 
Fache müssen daher, sofern nicht Gegendiagonalen angewandt 
werden sollen, knickfest gestaltet werden. 

Die Ständer sind gleichfalls für einseitige Belastung zu be- 
rechnen. Führen wir 

Fig. 146. 

.Oh 



^r 




beispielsweise durch V^ 
(Fig. 146) einen schrägen 
Schnitt, so ist der 
Schnittpunkt von O3 und 
U4 zum Drehpunkte L 
zu wählen ; dies ist wiederum L^ wie in Fig. 145 mit dem Abstände 
1^3 = 71/3 von A. Für V^^^^ haben wir einseitige Belastung der 
Knotenpunkte 4 bis 7 mit P anzunehmen (s. Fig. 145 c) und er- 
halten J.«=V2 6r + 4-Vi6i^- Dann wird die Momentengleichung 
10) = — Fa-lOVs — -ä-7V3 + 3ö-9V8 und 

F3 „^, = 0,226 G — 0,887 P= — 0,7023 (ö + P) (Druck). 





IV d. Der Halhparabelträger (abgestumpfter Parabelträger). 301 

Setzt man wieder 
so mufs ;'=a — /9=0,226 + 0,887 = 1,113 sein, mithin 

12) F3«„ = 0,226<? + 1,113P=0,9652(<?+P). 

In gleicher Weise berechnet man die flbrigen Ständer vom 
Auflager bis zur Mitte. p. - ._ 

Der Mittelständer selbst, der d d 

zwischen links und rechts ansteigen- ' 

den Streben liegt (vergl. Fig. 147), 
erfordert eine abweichende Art der 
Berechnung. Wir bestimmen denselben aus dem Gleichgewicht der 
im Knoten C in der Mitte des Obergurtes (Fig. 148) zusammen- 
tretenden Stabkräfte O4, O5 und F4. Aus der 
Oleichung der lotrechten Kräfte folgt nämlich 

O4 sin CJ4 + O5 sin «^5 = F4 . . "^ 

Wegen der bestehenden Symmetrie ist absolut 

genommen co^ = co^ und daher unter Beachtung der Bedingung der 

Nullgleichheit der Summe aller wagerechten Kräfte 04 = 05. Beide 

AI 
Stabkräfte sind gleich :; — , wenn M4 das Biegungsmoment 

f&r die Trägermitte bezeichnet. Daher mit ^4=1 

F4 = 2 • O4 sin CÜ4 = 2 • M^ tg co^ . 

F4 wird also wie M^ bei voller Belastung am gröfsten und 
für nur ständige Belastung mit G am kleinsten, in beiden Fällen 
aber eine Zugkraft. Mit tg (^4 = 0,03125 und Jf4^^ = 8(ö + P) 
und Jf4^,„ = 8Cr wird 

13) ^4 «« = 2 • 8 • 0,03125 '{G + P) = rund 0,5 (P+ G) und 

14) F4«,„ = 0,5.0. 



e) Der Fachwerkbogenträger mit drei Gelenken. 

Es werde zunächst ein beliebiger und beliebig belasteter 
Bogenfachwerkträger (Fig. 149 a) vorausgesetzt, der bei A und B 
in festen Stfitzgelenken ruhe und dessen beide Hälften durch das 
Scheitelgelenk C verbunden seien. Wir stellen das äufiere Gleich- 
gewicht in bekannter Weise fest durch Zeichnung eines Kraftecks 
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(Fi%. 149&) aod «ines SeQeeks (in Yi^. 149a pnnktiert) cn den 
g^ebfflien Luteii durch die drei Getenkpiuikte A, B und C. 
Durch letzt«« als Uittelknftlinie dw äa&eren Erftfte wird zagläch 

Fig. 149. 




die fQr einen beliebigen Schnitt tt zur Beatimmong der Stabkrftfte 
nach Calmann oder Bitter zn benutzende Mittelkraft der das ab- 
geschnittene TrägerstQck links oder rechts vom Schnitt angreifenden 
änäeren Eräft« ihrer Lage nach bekannt, wShreod ihre Qrfifse als 
Polstrahl dem Krafteck entnommen werden kann. 
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Die z. B. für den Schnitt tt geltende Mittelkraft R^ liegt in 
der Seilecksseite V nnd ist im Erafteck gleich dem Polstrahl 5' . 
Das nach Culmann gezeichnete Erafteck 05'cdO (Flg. 149 c), in 
dem oclab^ ergibt die durch den Schnitt getroffenen Stabkräfte 
2>4 , U4 und O5 . Ebenso das Erafteck (Fig. 149 d) die durch den 
Schnitt t't' getroffenen Stabkräfke Diq, Uiq und 0|o* 

Nach Bitter erhält man O5 » jßg • r : 7 und in gleicher Weise die 
übrigen Stabkräfte des Schnittes. Das Ergebnis vorstehender Formel 
kann leicht auch durch geometrische Eonstruktion erhalten werden. 

Im Erafteck 1' 8' 12' erscheinen alle äuäeren Eräfte mit 
den Stützwiderständen Wi und Wr zusammengereiht In Verbindung 
damit läfst sich leicht auch in der auf Seite 242 allgemein dar- 
gelegten Weise ein zusammenhängender Eräfteplan zeichnen, dem 
alle Stabkräfte entnommen werden können. 

Wir wollen nun für die häufiger vorkommende Form des Drei- 
gelenk-Fachwerk-Bogenträgers (Fig. 150 a) mit geradem wagerechten 
oder geneigten Obergurt, meist parabolisch gekrümmten Untergurt 
und einem Wandsystem, bestehend aus Streben und Ständern, die 
Einflufslinien der Stabkräfte ableiten. Beide Stützgelenke A und B 
sowohl als auch das Scheitelgelenk liege im Linienzuge des 
parabolischen Untergurtes, so dals bei gleichmäfsiger voller Be- 
lastung des ganzen Trägers der Obergurt und die Streben spannungs- 
los bleiben und die Ständer nur die direkte Übertragung der 
Enotenlasten qÄ auf den Untergurt zu bewirken haben. 

1. Einflufslinie der Stabkräfte des Untergurtes. 

Die Stabkraft im dritten Felde ist 
1) 1/3 = — Jfg^^-cosrg, 

worin M^ das Moment der änfseren Eräfte in Bezug auf den 
Enoten 2 des Obergurtes bezeichnet. Die Einflufslinie von M2 er- 
halten wir nach Seite 77 bis 79, indem wir vom Eämpfergelenk A 
aus durch den Momentenpunkt 2 eine Gerade ziehen bis zum 
Schnitt N mit der Eämpferdrucklinie BCAi. Die Lotrechte durch 
N legt auf der EinfluisnulUinie ab (Fig. 1505) die Belastungs- 
scheide n fest; machen wir noch ad^cv^ (Abszisse des Enoten 2), 
ziehen von d aus über n bis zum Scheitellot die Gerade de, ver- 
binden c mit b und bestimmen e auf der Geraden de lotrecht unter 
2, so ist aencb Einflafslinie von M^- 
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Flg. 150. 
4r 
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um die Einflnfslinie von C/3 zu erhalten, machen wir ad nicht 
gleich 0^2, sondern gleich iV2:h2C0Sv.^, 

Für St&be des Untergurtes, bei denen der als mafsgebender 
Momentendrehpunkt in Frage kommende Knotenpunkt des Ober- 
gurtes rechts der Eämpferdrucklinie BCAi Hegt, fällt der Punkt 
e auf der Geraden dnc unter ah und n verliert die Bedeutung 
einer Belastungsscheide; überall herrscht negativer Einflufs; bei 
voller Belastung des ganzen Trägers entsteht in diesem Untergurt- 
Stabe die grOlste Druckkraft. Im übrigen können die Einflufslinien 
für alle anderen Stäbe des Untergurtes in gleicher Weise ermittelt 
werden. Herrscht Symmetrie, so ist das nur für eine Bogenhälfte 
notwendig. 

2. Einflnfslinie der Stabkräfte des Obergurtes. 

Die Stabkraft im dritten Felde ist 
2) . 03 = — Jf3,:A3, 

mit M^r als Moment der äufseren Kräfte in Bezug auf den Knoten 
3\ Die Einfluislinie für M^; entwickelt sich in genau gleicher 
Weise wie oben f&r M^ geschehen und wie in Fig. 40c2 S. 78 fti' 
Mxf in Bezug auf den Punkt S der Bogenlinie, nur kehren sich 
wegen des Minuszeichens von O3 in Gl. 2 die Vorzeichen um. In 
Fig. 150c ist aidi=3s^:h^ und aiein^Cihi Einfluislinie von O3. 

3. Einflnfslinie der Strebenkräfte. 

Das allgemeine Verfahren zur Entwicklung der Einflulalinien 

für die Strebenkräfte soll hier an derjenigen für die Strebenkraft 

i>2 erläutert werden. Der mafsgebende Momentendrehpunkt im 

Sinne der Bitter*schen Momentenmethode L liegt hier zwischen den 

Stützloten. Ohne die Wirkung des Horizontalschubes H würde 

man die Einflufslinie fQr D^ in, ähnlicher Weise erhalten, wie auf 

S. 210 Fig. 97 für die Wandscherkraft Y und auf S. 258 Fig. 123 

für die Strebenkraft 1>. 

Eine Last 1 im Abstände u von B erzeugt in A den Stützdruck 
u 

l 

wagerechte Seitenkraft zerlegt, deren erstere gleich D^ sin ö^ ist, so 

erhalten wir in Bezug auf L die Momentengleichung 

-j'w — 2>osind2(i</— a?i) — und daraus Z>o = + t ' * x / :• 

l 2 ^\ u ^ l sm Ö2 (le; — a? J 

K«ok, £lafltizit&tfl«hre. II. 20 



-. Denken wir uns Z>2 im Knoten 1 in eine lot- und eine 
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Das ist die Gleicbiug der Einflulsliiiie ?on D2 Ar den einfiieheD 
Fachwerkbalken, gfiltig Ar die Strecke ?od B bis zam Knoten 2, 
in Fig. loOd aosgedrflckt durch die Gerade 02 e^. Sie schneidet in 
ihrer Bichtong anf dem Stützlot dorch J^ f&r u = Z die Strecke 

aodj = . X / : = 1 — ••— T* ab, 4 i^ wie man leicht erkennt, 

8mÖ2(u; — Wi) hism02 

die Kraft 2>29 welche eine Stützkraft ^ = 1 für sich allein in der 
Strebe 2>2 erzengen würde. In gleicher Weise erhält man für die 
Strecke links yom Knoten 1 02/ als Einflulslinie yon 2>2. Diese 
schneidet in ihrer Bichtung ebenso anf dem Stützlot durch B die 
Kraft I>2 = h2ff2 ^b* welche eine Stützkraft B=l in der Strebe 2>2 
hervorbringen würde. Zwischen den Knoten 1 und 2 schliefst die 
Strecke fe2 die Einfla&linie a2/^ b2 der Strebenkraft 2>2 für den 
einfachen Fachwerkbalken, wobei «2 nnd / in den Knotenlotrechten 
durch 1 und 2 liegen. Die Geraden 02^2 ^^^ h^ schneiden sich 
wieder in einem Punkte L' lotrecht unter !>, so dafs nur die Be- 
stimmung des Punktes d2 zur Ermittelung des Linieozuges 02/^2^2 
erforderlich ist, die Bestimmung der Strecke 2>2^2 ^ Kontrolle 
dienei^ kann. 

Die Strecke 02 ^2 als Strebenkraft D\fla A^l bestimmt sich 
nach Culmann leicht wie folgt: Wir bringen 12' (Fig. 150a) in 
h zum Schnitt mit dem Stützlot in A^ machen in Fig. 150(2 
02 i gleich der Krafteinheit, ziehen a2 ^ || 1 2', ik2\Lh und machen 
a2d2==<i2^- Ebenso könnte zur Kontrolle ^2 festgelegt werden. 

Es bleibt noch der ersichtlich negative Einflufs des Horizontal- 
schubes H auf Z>2 hinzuzufügen. Dieser kann aus der ^T- Linie, 
die genau wie Ar den voll wandigen Dreigelenkbogenträger S. 78 
Fig. 4:0b zu zeichnen ist, gewonnen werden, indem mau den Ab- 
schnitt Z: 2/ als in ^ angreifende Horizontalkraft ansieht und dafär 
die Stabkraft D2' bestimmt. Wir machen in Fig. 150^2 aj/«»^: 2/, 
bringen in Fig. 150 a 12' in m zum Schnitt mit der Kämpfer- 
linie AB, ziehen in der Fig. IbOd durch l eine Parallele zu Lm 
bis zum Schnitt r mit der Bichtung ^^2^2 11 ^2 ^^^ machen a2s=^a2r. 
Verbindet man nun s mit &2 ^^^ ^^^ Schnitt C2 dieser Geraden 
mit dem Scheitellot mit 02, so stellt das Dreieck 02^2^2 ^^^ nega- 
tiven Einflufs des Horizontalschubes und der Unterschied zwischen 
diesem und der positiven Einflufsfiäche 02/^262« d- ^' ^^^ Fl&che 
«2/« ^2 »^2 ^2 ^2 die wirkliche Einflufsfläche Ar die Strebenkraft 
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J>2 dar. Eine weitere Kontrolle derselben ergibt sich noch daraus, 
dafs der Einflafsnallpankt (Belastungsscheide) n2 (Fig. 150 d) lot- 
recht unter N^ (Fig. 150 a) liegen mufs. Verbindet man nämlich 
den Eämpferpunkt A mit Z^, so ist der Schnittpunkt N2 dieser 
Yerbindungsgeraden mit der Eämpferdrucklinie BCAi für das 
Moment der äufseren Kräfte in Bezug auf L und somit auch für 
die Strebenkraft 2>2 eine Belastungsscheide. 

In Fig. 150^ ist die Einflnfsfläche für D^ zur besseren Über- 
sichtlichkeit an eine wagerechte Grundlinie a'^h% verschoben. Diese 
Einflufsfigur kann in sehr einfacher Weise lediglich mit Hülfe der zuYor 
ermittelten Strebenkraft 2>3 prezeichnet werden, indem man a%di^D\ 
macht, na lotrecht unter N% auf der Geraden a!%h% festlegt, von 
d!i über n^ die Gerade dC^vJ^c'^ zieht, c% mit h% verbindet, L'' lotrecht 
unter L auf der Geraden d!%c% festlegt, aa mit L* verbindet und 
endlich e% und /' lotrecht unter 2 und 1 auf den Geraden d!^c% und 
<i%L" bestimmt. Die vorbezeichneten Kontrollbestimmungen lassen 
sich auch bei dieser Form der Einflufsfläche leicht ausführen. 
Z. B. mufs di»' = a^r =^ a^s gleich der Stabkraft 2>r sein, welche 
«ine in A angreifende Horizontalkraft 11^1:2 f in der Strebe 
2>2 erzeugt. 

In genau gleiclier Weise können für alle andern Streben kräfte die Einflufs- 
^ächen bestimmt werden. Die GröfsenTerhältnisse der positiven nnd negativen 
Teile der Einflnfsfläche sind verschieden für die einzelnen Streben, nnd bei 
gewissen Mafsverhältnissen des Trägers können Einflnfsgebiete fdr die einzelnen 
Strebenkräfte ihr Vorzeichen wechseln. Bückt z. B. bei flach gespannten Bögen 
der Drehpunkt L für einzelne Streben soweit nach links, dafs die Gerade AL 
die Eämpferdrucklinie BCAy^ in einem Punkte N rechts von C schneidet, so 
rückt auch in Fig. 1 50 6 n^ rechts vom Scheitellot und cj kommt über a^ bj zu 
liegen ; an Stelle des negativen Dreiecks n'^ b'^ c^ tritt positiver Einflufs, n^ verliert 
die Bedeutung eines EinflufsnuUpunktes. 

4. Einflufslinie der Ständerkräfte. 

Es soll die Einflufslinie für die Ständerkraft V2 bestimmt 
werden. 

Das Verfahren ist grundsätzlich das gleiche, wie bei den 
Strebenkräften. Momenten-Drehpunkt für V^ ist L^; Belastungs- 
scheide ist N^ . Die Stabkraft F2, welche eine Stützkraft ^ =» 1 
im Ständer 22' erzeugt, erhält man leicht, wenn man 22" (Fig. löOa) 

20* 
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gleich der Erafteinheit macht und von Li aus über 2" eine Gerade 
bis zum Schnitt 0" mit dem Stfitzlot durch A zieht, in der Strecke ÖÖ^' 
als Druckkraft. Macht man in Fig. 150/ «3^3 = 00"= F», be- 
stimmt 713 auf a^ 63 lotrecht unter N^ , zieht von d^ über n^ eine 
Gerade bis zum Schnitt C3 mit dem Scheitellot, verbindet c^ mit 63, 
legt L'i auf der Sichtung d^c.^ lotrecht unter Li fest, verbindet 
L'i mit «3 und bestimmt endlich e^ und f^ auf den Geraden d^n^ 
und a^L'i lotrecht unter den Knoten 2 und 1, so ist a^fze^n^csh 
Einflulslinie von F2. 

Nachdem die Einflufslinien fftr alle Stabkräfte gezeichnet sind, 
können letztere selbst, bezw. ihre Gröistwerte in bekannter Weise 
flu* alle möglichen Belastungen ermittelt werden. 



V. GrundzUge einer Kinematik des Fachwerics. 

a) Einige Grundbegriffe der Kinematik. 

Jede Bewegung einer beliebig umgrenzten oder unbegrenzten 
ebenen Scheibe I (Fig. 151) gegen eine mit ihrer Ebene zusammen- 
fallende ruhende Ebene O kann in ihrem Endergebnis stets 



Fig. 151. 



durch eine Dreh- 
bewegung um einen 
ruhenden Punkt er- 
setzt werden. Ge- 
langt nämlich bei 
einer derart beliebi- ^4^ 
gen Bewegung der 
Punkt A nach Ai^ 
B nach Bi und 
errichtet man auf 
den Mitten der 
beiden Yerbindungsgeraden AAi und BBi je ein Lot, welche 
beiden Lote sich im Punkte O schneiden, so sind die durch Ver- 
bindung der Punkte A, Ai, B und Bi mit dem Punkte O ent- 
stehenden Dreiecke AOB und AiOBi wegen Gleichheit dreier 
Seiten gleichartig kongruent, also 2(.A0B = 2ii AiOBi und daher 
auch 2C A0Ai=i2^ BOBi. Daraus erkennt man, dafs sowohl 
das Dreieck AOB als die Scheibe I lediglich durch Drehung um 
den Punkt aus ihrer Anfangslage in die Lage AiOBi^ bezw. 
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AiBiCiDi gebracht werden kOnneD. Die Geraden AAi^ BB^ 
CCy usw. sind dabei Sehnen der Bahnlinien der Punkte A^ B,C usw. 
Setzen wir eine unendlich kleine Bewegung voraus, so decken sich 
f&r jeden Punkt Sehne und Bahnelement und die Geraden AAi^ 
BBi^ CCi usw. drücken daher in solchem Falle die Bewegungs- 
richtungen der Punkte A, B, C usw. im Augenblicke der unendlich 
kleinen Bewegung aus. Der Punkt O ist dann gemeinsamer 
Krümmungsmittelpunkt der Bahnlinien aller Punkte 
der Scheibe im gegebenen Augenblicke. Hieraus folgt: 
„Jede Bewegung einer Scheibe in ihrer Ebene kann 
in irgend einem Augenblicke und während eines unend- 
lich kleinen Zeitteilchens als Drehbewegung um einen 
festen Punkt angesehen werden, den man den „au^en- 
blickliehen toV^ der Scheibe nennt.' Dieser augenblick- 
liche Drehpunkt ist der einzige momentan 
ruhende Punkt der Scheibe, der einzige Punkt, 
den ihre Ebene mit der ruhend gedachten 
Ebene O während eines Augenblickes gemein- 
sam hat. Die Lage des Poles ist bestimmt, 
wenn die augenblicklichen Bewegungsrichtun- ^^ 
gen zweier Punkte der Scheibe festliegen. 
Man findet ihn im Schnittpunkte der in jenen 
beiden Punkten zu ihren Bewegungsrichtungen 
errichteten Lote. (Fig. 152.) 

Werden z. B. zwei Punkte (1 2) und (1 3) 
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Fig. 152. 
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einer Scheibe I durch Gelenkscheiben II und III (Fig. 153) mit den 
Punkten 02 und 03 einer ruhenden Scheibe O so verbunden, dafs 



Fig. 153. 



die Ebenen aller vier 
Scheiben zusammen- 
fallen und nur gegen- 
einander verschieblich 
bleiben, so entsteht ein 
in sich bewegliches 
Gelenkstangen -Viereck 
(02) (12) (13) (03) und 
die allein mögliehe Be- 
wegung der Punkte 1 2 
und 13 auf Kreisbögen um 02 und 03 sind senkrecht zu den Geraden 
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(02) (12), bezw. (03) (13) gerichtet; der Scbnittpunkt Ol beider 
Geraden ist also augenblicklicher Pol der Scheibe J, momentan 
gemeinsamer Punkt der ruhend gedachten Scheibe O und der gegen 
sie yerschieblichen Ebene der Scheibe I. 

Bewegt sich die Scheibe O gleichtalis, d. h. kommt neben der 
Bewegung der Glieder /, II und III gegen O auch noch eine 
Bewegung des ganzen Vierecks in seiner Ebene in Betracht, so hOrt 
mit der Ruhe der Scheibe O auch die momentane Buhe des augen- 
blicklichen Drehpoles Ol der Scheibe I in absolutem Sinne auf, er 
bleibt aber momentan gemeinsamer Punkt der gegeneinander 
verschieblichen Ebenen beider Scheiben, d. h. Drehpunkt f&r ihre 
gegenseitige Bewegung. 

In dem beweglich gedachten Gesamtgebilde (Fig. 153) kommt 
der Scheibe O keinerlei besondere Bedeutung mehr zu und in diesem 
Sinne wollen wir den Punkt Ol als augenblicklichen Drehpol der 
Scheiben O und I gegeneinander bezeichnen. Wie diese beiden 
Scbeiben, so hat aber auch jedes andere Scheibenpaar des Gelenkstab- 
Vierecks einen gegenseitigen augenblicklichen Drehpol. Wir erkennen 
im Schnitt der Geraden (1 2) (1 3) und (02) (03) den augenblicklichen 
Drehpol der Scheiben II und III und in den Gelenkpunkten (02)» 
(12), (13) und (03) die gegenseitigen Pole der Gliederpaare OII^ 
I II, I III und O III, wobei zu bemerken ist, dafs letztere vier 
Punkte dauernde Pole der in ihnen wirklich drehbar verbundenen 
Scheibenpaare, die Punkte Ol und 23 aber nur als momentane Pole 
der Scbeibenpaare O I und Hill sind, die wir uns in den Punkten 
vorübergehend drehbar verbunden zu denken haben. 

In dem hier beispielsweise besprochenen Qelenkstangen- oder 
Gelenkscheiben -Viereck können die einzelnen Scheiben nur ganz 
bestimmte, d. h. ;,zwangläufige^ Bewegungen gegeneinander 
ausführen. Ist allgemein die Bewegung mehrerer Scheiben gegen- 
einander in einer gemeinsamen Ebene so geregelt, dafs jeder Punkt 
der einen Scheibe gegen die anderen nur eine bestimmte Bahn- 
linie verfolgen kann, so nennt man die Bewegung der Scheiben gegen- 
einander „eine zwangläufige^ und das ganze Gebilde eine 
„zwangläufige kinematische Eette^ oder auch kurz „zwang- 
läufige Kette". Die einzelnen Scheiben heifsen die Glieder der 
Kette. Auf die Form der Scheiben, die als Glieder zu einer zwang- 
läufigen Kette verbunden sind, kommt es dabei nicht an; nur wird 
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eine solche Verbindung vorausgesetzt, daä sowohl alle wirklichen 
Oelenkpnnkte der Glieder, als die nar momentan gemeinsamen 
Punkte ihrer Ebenen, d. h. die gegenseitigen Pole aller Glieder, in 
einer Ebene liegen. Die Scheiben (Fig. 153) können wir also z. B. 
auch durch Gelenkstäbe ersetzen, mit deren jedem wir uns eine 
unbegrenzte Ebene, mit allen darin liegenden Punkten, Linien usw. 
(„Ebenes System'') fest verbunden denken; derart, dafs zwar die 
Ebenen aller Glieder zusammenfallen, aber mit den Gliedern gegen- 
seitig verschieblich bleiben. 

Die augenblicklichen Pole der Glieder einer zwangläufigen Eette 
gegeneinander sind ersichtlich gleichzeitig auch Erümmungsmittel- 
punkte der Bahnlinien aller Punkte eines Gliedes in seiner Bewegung 
gegen ein mit ihm durch den betreffenden Pol momentan drehbar 
verbundenes anderes GUed. Liegt der augenblickliche Pol zweier 
Glieder einer Eette in unendlicher Ferne, so können die im End- 
lichen liegenden Punkte beider Scheiben nur Parallelbewegungen 
gegeneinander ausf&hren. . 

Die Anzahl der augenblicklichen Pole einer zwangläufigen Eette 

von n Gliedern ist — - , denn jedes Glied hat einen Pol gegen 

jedes der übrigen n — l Glieder, wobei je ein Pol zwei Gliedern 
gemeinsam ist. 

Die Gesamtheit aller Pole einer zwangläufigen Eette in ihrer 
jeweiligen Lage gegeneinander wollen wir als augenblickliche ;,Pol- 
figur^ der Eette bezeichnen. 

Nach vorstehendem haben die Pole aller Gliederpaare einer 
Eette eine völlig gleichartige Bedeutung. FGr die Anwendung aber 
ist der besondere Fall wichtig, wo eines der Glieder festgehalten 
zur Buhe gezwungen ist, die anderen dagegen beweglich bleiben. 
In diesem Falle werden die Pole aller Glieder gegen das ruhende 
zu momentan ruhenden Punkten, während alle übrigen Pole sich 
im allgemeinen mit bewegen und nur relativ zwischen den einzelnen 
Gliedern momentan ruhen. In solchem Falle wollen wir die ruhenden 
Pole als ^Hauptpole^, alle übrigen aber als Zwischenpole benennen. 
Gegebenenfalls ruhende, nur ausnahmsweise bewegliche Glieder 
wollen wir mit O bezeichnen und den Polen der übrigen Glieder gegen 
das ruhende den Index voransetzen. Es soll also z. B. bezeichnen 
05 den augenblicklich ruhenden Pol (Hauptpol) des Gliedes V. 



312 Vierter Abschnitt. Elastizität und Festigkeit ebener Fachwerke, 



b) Beuehung der Pole einer zwanglänflgeii Kette in ihrer 
Lage gegeneinander; „Sätxe der drei Pole^^*) 

Aas der Fig. 153 ersehen wir, dars je drei Pole dreier Glieder 
des als zwangläufige Kette anzusehenden Gelenkstab- Vierecks gegen- 
einander auf einer Geraden liegen. Z. B. die Pole der Glieder O, 
I und // auf der Geraden (01)(12i(02), die der Glieder /, // 
und III auf der Geraden (1 3) (1 2) (23) usw. Diese hier im Sonder- 
falle festgestellte Beziehung zwischen den Polen einer Kette hat 
allgemeine Gültigkeit, wie folgende Betrachtung ergibt 

Wir verfolgen eine sehr kleine Bewegung (Differenzialbewegung) 
dreier beliebiger Glieder 0, I und II irgend einer zwangläufigen 
Kette gegeneinander (Fig. Iö4). Die augenblicklichen Pole der 
Glieder I und // gegen die Scheibe O seien (Ol) und (02) und 
um diese Punkte mögen die Glieder / und // im 
gegebenen Augenblicke gegen O eine unendlich 
kleine Drehbewegung ausführen. Wir suchen den 
Punkt (1 2), um den sich / und // im gleichen 
Augenblicke gegenseitig drehen, ihren Pol. In 
diesem mufs ein Punktpaar beider Scheiben 
während ihrer kleinen Drehbewegung um (Ol) 
und (02) zusammenfallen, d. h. nach Bichtung 
und Gröfse die gleiche Bewegung gegen O aus- 
führen. Gleiche Bewegungsrichtung haben ersicht- 
lich nur die momentan auf der Yerbindungsgeraden 
(0 1) (0 2 beider Drehpole liegenden Punkte beider 
Scheiben. Auf dieser Geraden mufs also auch 
der Pol 1 2 der Glieder / und // liegen, und wir 
erhalten allgemein den Satz: ;,Die drei gegen- 
seitigen Pole dreier beliebiger Glieder irgend einer 
zwangläufigen Kette liegen auf einer Geraden.^ Diese 
Beziehung soll hinfort als „erster Satz der drei Pole" be- 
zeichnet werden. Er fQhrt, wenn die Lagen zweier Pole bekannt 
sind, zu einem geometrischen Orte für den dritten. Die Lage des 



Fig. 154. 




*) Vergl. Schütz: Beiträge zur Bewegungslehre der ebenen, statisch 
bestimmten Fachwerksträger. Zeitschr. für Architektur und Ingenieurwesen, 
1906, S. 153. 
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letzteren auf jener Geraden hängt von der Art der Verbindung der 
Scheiben / und II ab and befindet sich da, wo ein Punktpaar 
beider im betrachteten Augenblicke neben gleicher Bewegungsrichtung 
auch gleiche Wegeslänge ds aufweist. Diese Eigenschaft kommt 
nur einem Punktpaar 12 der Geraden zu; in ihm rollen beide 
Scheiben gewissermafsen aufeinander. 

Bringen wir noch eine Scheibe III mit den Gliedern O, / 
und // in Beziehung (Fig. 155), deren Pol gegen O in 03 liege, 
so mufs sich nach 
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Fig. 155. 
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obigem Satze der 
Pol 13 der Schei- 
ben I und III auf 
der Geraden (0 1) 
(03) und der Pol 
(23) der GUeder// 
und III gleichzeitig 
auf den Geraden 

(Ol) (03) und 
(12) (13), also im 
Schnittpunkte bei- 
der befinden. 

Zwischen den 
Abständen der Pole 
voneinander inner- 
halb der Polfigur 
besteht nun eine f&r 
die Polbestimmung 

unter Umständen nützliche analytische Beziehung, zu der man wie 
folgt gelangt: 

In einem Zeitteilchen dt der zwangläufigen Bewegung führen 
die Scheiben J, // und III um ihre Pole Ol, 02 und 03 gegen 
O Drehungen dq>f, dq>n ^nd d(pni aus. Der Weg des Punktes 1 2 
berechnet sich dann aus seiner Drehung um Ol zu d8=d(pi^{0l){l 2) 
und aus seiner Drehung um 02 zu d« = d95/r(02)(12). Aus der 
Gleichsetzung beider Werte folgt 

d<pi ^ (02) (12) 
dcpn (01)(12)- 
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Ebenso erhält man für die Bewegung der Pole 2 3 und 3 1 gegen O 

' dtpni (02) (2 3) 

„X dyj//^ (01)(13) 

' d(p, (03)(13)" 

Die Multiplikaticfti der Gleicbangen 1 bis 3 ergibt endlich 

( 02)(12)-(01)(13)-(03)(23) ^ ^ 
' (01)(12)-(02)(23)-(03)(13) -* 

Mit Hfllfe der Gl. 4 kann, wenn 5 von doi 6 Strecken im 
Zähler und Nenner bekannt sind, die sechste berechnet, also die 
Lage eines Poles auf der Yerbindongsgeraden zweier anderer be- 
stimmt, bezw. die etwa zeichnerisch schon bestimmte Lage durch 
Bechnung kontrolliert werden. 

Qleichung 4 gilt fOr alle innerhalb der zwangläufigen Kette 
möglichen kleinen Bewegungen von vier Scheiben gegeneinander. 

Sieht man die Scheibe wieder als ruhend an, so sind die 
Pole Ol, 02 und 03 Hauptpole und die Pole 12, 23 und 31 
Zwischenpole. 

Mit dieser Unterscheidung kann man den Quotienten der Ol. 4 
der Polfigur ohne weiteres wie folgt entnehmen: Man bildet, indem 
man die Polfigur von links nach rechts umfährt, das Produkt der 
Strecken ;,Hauptpol bis Zwischenpol" und ebenso, indem man die 
Figur im entgegengesetzten Sinne umfährt und dividiert, beide 
Produkte durcheinander. Ähnliche Beziehungen lassen sich auch 
für die Polfigur einer grOfseren Anzahl yon Gliedern einer Eette 
ableiten. 

Wir wollen hier noch eine weitere wichtige Beziehung in der 
Lage der Pole einer zwangläufigen Eette gegeneinander nachweisen. 
Aus der Entstehung der in Fig. 155 dargestellten Polfigur fBr 
vier Glieder irgend einer zwangläufigen Eette erkennt man, dafs, 
wenn beliebige 5 von den 6 Polen der 4 Glieder ihrer Lage nach 
bestimmt sind, auch der sechste Pol festliegt So kann man z. B., 
wenn die Pole Ol, 12, 02, 13 und 23 festliegen, den Pol 03 
im Schnitt der Bichtungen (Ol) (13) und (02) (2 3) erhalten. 

*) In der Geometrie ist diese Beziehang als Satz des Menelaus bekannt 
Yergl. n. a. Ganter und Kndio, Elemente der analytischen Geometrie, I. Teil 
3. Aufl. S. 62. 
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Denken wir uns nun in der Polfigur (0 1) (1 2) (0 2) (2 3) (0 3) (1 3) 
(Fig. 156) die Pole (12), (13) und (2 3) in der Ebene der Kette 
festgehalten u])d legen den Polen 1 und 2 venchiedene mögliche 



Fig. 156. 
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Lagen bei, so nämlich, da*fs die Bichtung (Ol) (02) stets durch 
(1 2) geht, so entspricht jeder Lage der Pole (0 1) und (0 2) auch 
eine bestimmte Lage des Poles (0 3), diese steht also in funktionaler 
Abhängigkeit von der Lage der Pole Ol und 02. Es wird sich 
nun zeigen, dafs, wenn man die Punkte Ol und 02 je auf einer 
Geraden Bi und B^ sich bewegen läfst, welche beide sich in einem 
Punkte A schneiden, auch der Pol 03 sich auf einer Geraden be- 
wegt, die durch A geht Sieht mau nämlich die Punkte (1 2) , 
(23) und (02) der Polfigur (0 1) (1 2) (0 2) (0 3) (2 3) (1 3) als Haupt- 
pole (mit dem Gliede II der Kette als momentan festliegend) an, 
so ist, wie oben nachgewiesen, 

.. (02)(01)-(12)(13)-(23)(03) ^ 

^ (02)(03)-(23j(13)-(12)(01) 

Ersetzt man jetzt Ol durch Ol' und 02 durch 02', so nimmt 
03 die Lage 03' ein, welche bestimmt ist durch die Richtungen 
(0 r) (1 3) und (0 2') (2 3) , und in der Polfigur (0 1') (1 2) (0 2') (0 3') 
(2 3) (13) ist nun 

^. (02')(0r)-(12)(13)>(23)f03') _ 

^ (0 2') (0 3') . (2 3) (1 3) . (1 2) (0 1') ' 
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Zieht man a(l 2)11^29 ^^ erhält man noch aus der Ähnlichkeit 

der Dreiecke a (0 1) (1 2) und A (0 1) (0 2) , sowie a (0 1') (1 2) und 

^(Ol')(O20 

7^ (Ö1K02)_(02M „„. 

'^ (Ol) (12) (12)a 

(0 r) (0 2') ^ (0 20 A 
^ (Ol') (12) (12)a' 

Ans den 61. 5—8 folgt endlich 

(020U)>(02)(03)>(2 3)(03-) ^ 
^ (0 2') (0 3') . (2 3) (0 3) . (0 2) JL ." 

Nach Gl. 9 kann der Punkt A in seiner Lage gegen die 
Punkte (02), (02'), (03), (03') und (23) als „Zwischenpol" in 
der Polfigur A (0 2) (0 3) (2 3) (0 3') (0 2') mit (0 2) , (0 2') und 2 3 
als Hauptpolen angesehen werden und die Punkte A^ (03) und 
(0 3') müssen daher auf einer Geraden B^ liegen. Die Pole (0 1) , 
(02) und (03) erscheinen in ihrer Bewegung auf den Geraden B^f 
B^ und ^3 gewissermafsen zwangläufig verbunden. Wird einer 
der drei Punkte auf seiner Bahn („Polbahn'') festgehalten, bezw. 
durch irgend eine Bedingung festgelegt, so müssen auch die beiden 
andern eine bestimmte Lage einnehmen. Der hier nachgewiesene 
„zweite Satz der drei Pole" kann wie folgt ausgesprochen 
werden: „Bewegen sich in der sonst momentan festliegen- 
den Polfigur einer zwangläufigen Kette von den Polen 
dreier Glieder (/, II und III) gegen irgend ein viertes 
Glied (O) zwei je auf einer Geraden, so beschreibt auch 
der dritte Pol eine Gerade, welche sich mit den beiden 
erstgenannten in einem Punkte schneidet*" .'^) 

Mit Hülfe der hier nachgewiesenen Beziehungen zwischen den 
Polen der Glieder einer zwangläufigen Eette in ihrer Lage gegen- 
einander lassen sich vielfach die Pole selbst bestimmen. 

c) Bestimmung der Pole einiger zwangläuflger Ketten. 

1. Es handle sich zunächst um eine dreigliedrige Kette Ol II 
(Fig. 157). Die Gliederpaare Ol und III sind in den Punkten 
(0 1) und (12) gelenkartig verbunden, ihre Pole g^eneinander 

*) Ein geometrischer Beweis dieses Satzes findet sich n. a. in Beje, 
Geometrie der Lage, I. 4. Anfl. S. 65. 
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liegen daher in diesen Gelenkpunkten. Das Glied II ist mit dem 

Glied O bei a in der Richtung a(01) verschieblich verbanden; 

der Pol (0 2) mnfs daher im 

Schnitt der Geraden (0 1) (1 2) ^' ^^'^^ 

ond eines in a gegen a (0 1) 

errichteten Lotes liegen. 

2. Die Bestimmung der 
6 Pole eines als viergliedrige 
Kette auzuseheDden Gelenk- 
stangen - Vierecks ist aus 
Fig. 153 ersichtlich. 

3. Die sechsgliedrige 
Kette O I II III IV V 
(Fig. 158) kann man als aus 
drei Gelenkvierecken (0 1) 
(12) (23) (03), (Ol) (12) 
(4 5) (03) und (12) (23) (03) (4 5) bestehend ansehen, welche je zwei 
Glieder gemeinsam haben. Die gegenseitigen drei Pole der Glieder 

Fig. 158. 





J, II und IV fallen in dem gemeinsamen Gelenkpunkte 12, die 
der Glieder O, ///und F in 03 zusammen, wahrend die Pole 
der Gliederpaare Hill und IV V in den Gelenkpunkten 23 und 45 
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liegen und also im ganzen 9 Pole in den Oelenkpankten der Glieder 

eich befinden. Die übrigen 6 von den -^=15 Polen finden sich in 

den Schnittpunkten 02, 13, 04, 15, 25 und 34 der gegenüber- 
liegenden Seitenpaare der drei Vierecke. 

4. In der achtgliedrigen Kette (Fig. 159) wollen wir nur die 
Pole der Glieder O, VI und VII gegeneinander bestimmen, weil 
im übrigen die Glieder alle paarweise in Gelenkvierecken vorkommen, 
ihre gegenseitigen Pole also in der bekannten einfachen Weise er- 
mittelt werden können. 



Fig. 159. 
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Die Pole der Gliederpaare O II und II VII finden sich be- 
kanntermaßen in 2 und 2 7; der Pol 7 des Gliederpaares O VII 
mufs somit nach dem ersten Satz der drei Pole auf der Verbindung s- 
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geraden (0 2) (2 7) liegen. Ferner liegen die Pole der Gliederpaare 
O IV nnd IV VII in den Qelenkpunkten 04 und 4 7, also der 
Pol des Qliederpaares O VII auch auf der Geraden (0 4) (4 7) • 
Der Pol 7 findet sich also im Schnitt der Geraden (0 2) (2 7) und 
(0 4) (4 7) . Zur Auffindung desselben wurde das Gliederpaar O VII 
einmal mit dem Gliede II und ein anderes mal mit IV zu einer 
Gruppe vereinigt In gleicher Weise soll der Pol der Gliederpaares 
O VI bestimmt werden, indem das Paar einmal mit dem Gliede I 
und ein anderes mal mit V in Beziehung gebracht wird. 

Der Pol von gegen / liegt im Punkte 4 und der von VI 
gegen I im Punkte 16, auf der Richtung (04) (16) muä daher 
der Pol gegen VI liegen. Ferner liegt der Pol O gegen V in 
05 , VI gegen F in 5 6; die Richtung (0 5) (6 5) ist daher gleich- 
falls geometrischer Ort des Poles O gegen F/, der somit im 
Schnitt 06 der Richtungen (04) (16) und (05) (5 6) gefunden wird. 
Da 7 Pol von O gegen VII und 6 7 Pol von VI gegen VII 
ist, so geht auch die Richtung (0 7) (6 7) durch den Pol 06. 

5. In der fünfgliedrigen Kette (Fig. 160), in welcher der Pol 
23 des Gliederpaares II III wagerecht verschieblich mit dem 



Fig. 160, 




Gliede verbunden und das Glied J in 1 durch ein festes Stütz- 
gelenk mit O verbunden ist, soll der Pol des Gliederpaares IV 
bestimmt werden. Der Pol des Gliederpaares O / ist in 1 be- 
kannt. Der Pol 2 des Gliederpaares O II hat einen geometrischen 
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Ort in der Bichtnng (Ol) (12), einen zweiten in der Lotrechten im 
Pnnlcte 23 nnd liegt dadarch in 02 fest. Der Pol des Glieder- 
paares HIV liegt im Schnitt (24) der Kichtungen (12) (14) und 
(2 3) (3 4). In der Gliedergrnppe I IV sind nnn di« Pole Ol 
and 1 4 nnd in der Gruppe II IV die Pole 2 4 nnd 2 bekannt, 
im Schnitt der Ricbtnngen (Ol) (14) und (02) (2 4) liegt daher 
der Pol 4 des Qliederpaares O IV. Erhalt die Kette die in der 
Fignr angedeutete veränderte Form, wobei das Gliederpaar // III 
die Lage 77' 777' annimmt and sein Pol von 2 3 nach 2 3' rttckt, 
80 geht 24 in die Lage 2 4' nnd 04 in die Lage 04' Aber. 

6. In der nenngliedrigen Kette (Fig. 161) stQtzen mch die ' 
untereinander dorch Gelenke verbundenen Glieder 7 bis F777 in 

Fig. lei. 



einem festen Stflt^elenk Ol, in zwei wi^erecbt Terschieblichen 
Gelenken 23 und 6 7, sowie in einem der Bichtung nn Ter- 
schieblichen Gelmk 8 gegen die etwa mbende Scheibe O. Die 
Pole der Glieder 7, IV, V nnd r777 gegen O sollen bestimmt 
werden. 

Der Pol Ton 7 g^en ist in 1 gegeben. 

Iq 1 nnd 1 2 sind daher 2 Pole der Gliedergrnppe 0. 7 and 
77 bekannt, der dritte 2 mufs daher anf der Richtnng (0 1) (1 2) 
liegen. Da der Pnnkt 23 sich nnr wi^erecht bewegen kann, liegt 
der Pol 02 von 77 gegen anch anf einer Lotrechten durch 23, 
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d.h. im Schnitt 02 der letzteren mit der Geraden (Ol) (12). In 
02 and dem onendlich fernen Schnittpunkt (24) der parallelen 
Geraden (2 3) (3 4) and (12) (14) sind zwei Pole der Gliedergrappe 
O« // und IV bekannt, der dritte Pol 04 mufs daher auf einer zur 
Geraden (1 2) (1 4) Parallelen darch 2 liegen. Ferner sind in 1 
and (1 4) zwei Pole der Gliedergrappe O, 1 and IV bekannt, der 
dritte 04 mafs somit aach aaf der Bichtang (Ol) (14), also im 
Schnitt 04 dieser mit der vorbezeichneten Parallelen sich befinden. 
Von der Gliedergrappe O, IV and V sind die Pole 4 and 4 5 
bekannt; die darch beide festgelegte Bichtang ist somit ein 
geometrischer Ort des dritten Poles 05. Die direkte Angabe eines 
zweiten geometrischen Ortes für den Pol 05 ist nicht ohne weiteres 
angängig. Wir gewinnen einen solchen indes leicht mit Hülfe des 
oben abgeleiteten zweiten Satzes der drei Pole, den wir auf 
die Pole 05, 7 und 08 der Glieder F, VII und VIII gegen 
anwenden. 

Der Pol 7 mufs nämlich auf einer Lotrechten Bi durch 6 7 
und der Pol 08 auf einer in 8 errichteten Senkrechten B^ gegen 
nn liegen. Durch den Schnittpunkt A dieser beiden Polbahnen 
B-i und B^ mufs nun auch die geradlinige Bahn B,, des Poles 05 
gehen. Wir nehmen irgend eine Lage 08' auf der Bahn B^ an, 
finden dann im Schnitt der Bichtung (08') (7 8) mit der Bahn B-i 
den zugehörigen Pol 07'. Der Pol (5 7) liegt in der Bichtung 
(7 8) (5 8) II (6 7) (5 6) in unendlicher Ferne, 05' also auf einer 
Parallelen durch T zu (7 8) (5 8) , gleichzeitig liegt 5' auch auf 
der Bichtang (0 8'j(5 8), also im Schnitt 05' seiner beiden 
geometrischen Orte. Die Gerade von ^1 über 05' ist die Polbahn 
1?5 und neben der vorher schon gefundenen Geraden (04) (4 5) der 
zweite geometrische Ort für den Pol 05. Der wirkliche Pol 08 
liegt nun im Schnitte der Geraden (0 5) (5 8) mit B^ . Damit liegen 
die gesuchten 4 Pole Ol, 04, 05 und 8 fest, 

d) Kinematisches Merkmal für die Steifheit und statische 

Bestimmtheit eines Fachwerkes. 

Unter Ziffer 3 der auf Seite 230 für das ebene Fachwerk ge- 
zogenen Schlüsse ist auf Grund der voraufgehenden Darlegungen 
ausgesprochen, dafs ein Fach werk von 2n — 3 Stäben immer dann, 

Eeek, Elastizitätalehre. II. 21 
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aber auch nur dann gleichzeitig statisch steif und statisch bestimmt 
ist, wenn jeder Stab für sich allein einen selbständigen statischen 
Zweck erfBllt, d. h. wenn je zwei durch einen Stab verbundene 
Knotenpunkte ohne diese Verbindung bei jeder etwa durch ftufsere 
Kräfte herbeigeführten noch so kleinen gegenseitigen Bewegung auch 
eine solche in der Richtung des Stabes erfahren würden, durch 
deren Verhinderung der Stab fOr sich allein einen statischen Zweck 
erfüllt Inwieweit jeder Stab eines Fach Werkes von 2n — 3 Stäben 
einen derart selbständigen Zweck erfüllt, alle Knotenpunkte desselben 
also bei völliger Starrheit der Stäbe gegeneinander unverschieblich 
festliegen, bezw. bei der tatsächlich vorhandenen Elastizität der 
Stäbe nur elastische Verschiebungen erfahren, das Fachwerk statisch 
steif ist, läßt sich mit Hülfe der oben entwickelten kinematischen 
Grundbegriffe und Begeln meistens sehr übersichtlich und er- 
schöpfend beurteilea 

Nach Seite 230 geht ein „einfaches Fachwerk" durch 
Beseitigung eines Stabes in ein zwangläufig bewegliches Stabgebilde 
über, d. h. es bildet eine zwangläufige Kette. Der augenblickliche 
Pol zweier Glieder der Kette gegeneinander ist nach S. 311 
gleichzeitig Krümmungsmittelpunkt der Bahnlinien aller Punkte 
des einen Gliedes in seiner Bewegung gegen das andere. Alle im 
betrachteten Augenblicke auf einer durch den Pol gerichteten 
Geraden gelegenen Punkte beider Glieder haben daher augenblicklich 
gleiche Bewegungsrichtung gegeneinander und die Entfernung je 
zweier auf dieser Geraden liegenden Punkte beider Glieder ändert 
sich trotz einer kleinen Bewegung der Kette momentan nicht Die 
zwangläufige Beweglichkeit beider Glieder sowie der Kette würde 
also auch durch eine Verbindung zweier solcher Punkte vernodttelst 
eines Gelenkstabes momentan nicht gehindert, das durch Herstellung 
solcher Verbindung wieder entstehende Fach werk von 2 n — 3 Stäben 
würde trotz der Verbindung eine unendlich kleine Beweglichkeit 
behalten und daher statisch nicht steif sein. 

Da femer, wie erwähnt, die durch den Stab verbundenen 
Knotenpunkte auch ohne diese Verbindung momentan ihre Ent- 
fernung nicht ändern würden, vielmehr durch das übrige Stabwerk 
in der Richtung des Verbindungsstabes schon gegenseitig fest- 
gehalten sind, so würde die äufseren Kräften gegenüber vom Stabe 
zu leistende Spannkraft ersichtlich nur aus dem elastischen Ver- 
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halten des Stabes selbst nnd des ihn einschliefsenden Stabwerkes 
ermittelt werden können, das Fachwerk also auch statisch unbestimmt 
sein. Daraus ergibt sich der Satz: „Fällt in der durch Be- 
seitigung irgend eines Stabes aus einem Fachwerke 
von 2n — 3 Stäben entstehenden zwangläufigen Kette 
der gegenseitige Pol der beiden Glieder oder starren 
Scheiben, denen die durch den Stab verbundenen 
Knotenpunkte angehören, auf die Stabachse, bezw. 
auf die Verbindungsgerade beider Knotenpunkte, so 
ist das Fachwerk weder statisch steif noch statisch be- 
stimmt.^ Weiter unten wird noch allgemein nachgewiesen werden, 
dafs in einem solchen» Fach werk, wenn man von den Sonderfällen 
bedingten Angriff der äufseren Kräfte absieht, stets auch unendlich 
grofse Stabkräfte auftreten. (Vergl. S. 229.) 

Wir wollen mit Hülfe des hier nachgewiesenen Satzes die 
Steifheit und statische Bestimmtheit einiger Fachwerke untersuchen. 

Zunächst stellen wir unter Bezugnahme auf Seite 226 und f. 
fest, dafs in der durch Verbindung der starren Scheiben I und // 
(Fig. 106) vermittelst der Gelenkstangen 6 8 und 7 9 entstehenden 
zwangläufigen Kette p der Pol beider Scheiben isf*") und ein durch 
diesen gerichteter Verbindungsstab eines Punktpaares beider Scheiben 
etwa 4 und 10 oder 3 und 15 zu einem steifen Fachwerk nicht 
führen kann, dafs ein solches aber durch jeden Verbindungsstab 
zwischen einem Punktpaar beider Scheiben entsteht, der nicht durch 
ihren Pol gerichtet ist, und zwar fällt die Verbindung um so 
steifer aus, je gröfser die lotrechte Entfernung r des Poles von der 
Achse des betr. Stabes ist. 

Das Gelenkstabgebilde Ol II III IV V VI VII (Fig. 159) hat 
bei 6 Knotenpunkten nur 8, d. i. 2n — 4 Stäbe und würde er- 
sichtlich durch Einfügung noch eines Stabes zwischen den Knoten- 
punkten 03 und 16 oder 03 und 4 7 zu einem „einfachen^, 
also steifen und statisch bestimmten Fachwerk werden, indem je 
ein Knoten durch zwei Stäbe unverschieblich gegen die übrigen 
festgelegt sein würde. Fügt man dagegen zwischen den Punkten 
03 und 6 7 einen Stab ein, so ist das entstehende Fachwerk von 

*) Wie in Fig 105 der Punkt 5 dauernd Drehpunkt der in ihm ver- 
bundenen Scheiben I und II ist, so ist in Fig. 106 p augenblicklich 
Drehpunkt der Scheiben I und II, 

21» 
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2n — 3 SUbeD kein ^iafachefl^, sondeni oadi S. 231 ein «ab- 
geleitetes''. Sdne Steiflieit mid statodie Bestiiimitbeit eikaiiMD 
wir aber letdit ans dem umstände, dafii der Pol 07 xweier dmreli 
den Stab rerbmideiier GHieder O und VII vidit auf soner Achse 
liegt Wfirde man dagegen eine Aendenn^ im StabgdnldeB dahin 
Tomefamai, dais anter mtspreehendo' Verlängernng des Gliedes VI 
das Glied VII in die Lage Vir fib^ginge, wobei der Pol des 
Oliederpaares O VIF in 7 rerbleiben wfirde, so erhielte der Y er- 
bindnn^stab (0 3) (6 T) eine Bichtnng dnreh diesen Pol (Pascalsehes 
Sechseck) and das entstehende Fachwerk wfirde nicht steif and 
nicht statisch bestimmt sein. Wie man leicht erkennt, wfirde 
danach anch ein regelmäfsiges oder aach no» symmetrisches Sechseck 
mit seinen drei Diagonalen als Fachwerk trotz der 2n — 3 Glieder 
statisch nicht steif sein. 

Die Bahnlinie des Ponktes 6 7 der zwangläufigen Kette 
Ol.... VI VII hat in der aogenblicklichen Lage des Ponktes 
die Bichtang senkrecht zu (07) (67)9 schneidet sich also mit einem 
dorch 6 7 mit 3 als Mittelpankt beschriebenen Kreisbogen anter 
einem Winkel too der GrOfse (03) (6 7) (0 7), so dafi der Pankt 6 7 
darch beide Linien geometrisch sicher festliegt Die Bahnlinie des 
Punktes 6 T in der Kette Ol.... VIF hat mit dem Kreisbogen 
durch 6 7' am 03 beschrieben im Punkte 6 7' die gleiche senk- 
rechte Bichtung gegen (0 7) (6 7'); der Punkt erscheint durch beide 
Linien also nicht sicher festgelegt 

Beseitigt man in dem „einfachen^ Fachwerk (Fig. 103) den 
Stab 13, so erhält man in der entstehenden zwangläufigen Kette 
Ol II III IV V (Fig. 162) den Pol der Glieder O und IV in be- 
kannter Weise in 04. Ffigt man nun statt des beseitigten Stabes 
den Ersatzstab (03) (4 5) ein, so ist dieser durch den Pol 04 der 
durch ihn verbundenen Glieder der Kette gerichtet, das entstehende 
Fachwerk ist also nicht steif und nicht statisch bestimmt, eine 
Eigenschaft, die man auch aus dem Umstände erkennt, dals die 
die Scheiben (Ol) (14) (12) und (03) (4 5) (2 3) verbindenden drei 
Stäbe sich in einem Punkte (13) schneiden, bezw. der Stab IV 
durch den Pol 1 3 beider Scheiben geht Bei der in der Figur 
angedeuteten veränderten Form rückt der Pol 4 nach 04', er liegt 
also nun nicht mehr auf der Richtung des Stabes (03) (4 5') 9 das 
Fachwerk -ist daher steif und statisch bestimmt 
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In Fig. 160a liegt der Pol des Gliederpaares OIV in 04. 
Verbindet man beide Glieder dnrch einen lotrechten Gelenkstab BB\ 
der nicht dnrch 04 gerichtet ist, so wird die Kette, in der wir 

Fig. 162. 
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ans die Scheiben I und lY je als Fachwerk denken können, anver- 
schieblich, starr. Betrachten wir die Gliedergrappe III III IT 
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als Fachwerk mit 6 Knoten und 8 = 2-6 — 4 Stäben, so würde, 
wenn nur im Punkte Ol ein festes und in 2 3 ein verschiebliches 
Stützgelenk vorhanden wäre, ein Stab fehlen, das Fachwerk also 
nicht steif sein. Der hinzugefügte Stab BB' stellt noch ein ver- 
schiebliches Stützgelenk in £ dar und ersetzt den fehlenden Stab. 
Die vier Stützwerte und acht Stäbe genügen zur unverschieblichen 
Festlegung von 6 Punkten. (Vergl. S. 230 unten.) 

Würden die GUeder II und III der Kette Fig. 160 a die 
Lage //' und IIT erhalten, der Pol 04 nach 04' rücken, also in 
die Richtung des Stabes BB' fallen, so würde durch Anbringung 
des letzteren ein Fachwerk mit unendlich kleiner Yerschieblichkeitt 
also kein steifes Fachwerk entstehen. 

e) Bestimmung der Stabkräfte. 

Wie mit Hülfe der weiter oben entwickelten kinematischen 
Sätze und Regeln die statischen Eigenschaften ebener Fachwerke 
übersichtlich beurteilt werden konnten, so können jene R^eln und 
Sätze unter Umständen auch mit Vorteil zur Ermittelung der 
Stabkräfte benutzt werden. Beispielsweise würden bei einem 
statisch bestimmten Fachwerke, wie das aus der zwangläufigen 
Kette (Fig. 159) durch Einfügung des Stabes (03) (6 7) entstehende, 
die bisher abgeleiteten Methoden zur Bestimmung der Stabkräfte 
versagen, weil jeder erste Schnitt um einen Knoten mehr als 
zwei, jeder andere erste Schnitt aber mehr als drei unbekannte 
Stabkräfte treffen würde (vergl. S. 234). Zwar lassen sich für das 
Gleichgewicht an den 6 Knoten 12 Gleichungen aufstellen, von 
denen nach Benutzung dreier für die Bestimmung des äufseren 
Gleichgewichtes noch die erforderlichen 9 zur Ermittelung der 9 
Stabkräfte verfägbar bleiben würden; doch fällt die Lösung auf 
diesem Wege meist sehr umständlich aus. 

Wir wollen das hier abzuleitende Verfahren stützen auf den 
Satz, dafs die Summe der Arbeiten aller an einer zwangläufigen 
Kette sich das Gleichgewicht haltenden äufseren Kräfte für jede 
unendlich kleine Bewegung gleich Null sein mufs. (Satz der 
„virtuellen^ d. h. im Gleichgewicht der Kräfte und im Zusammen- 
hange der Kette möglichen Arbeiten.) Die Richtigkeit dieses 
Satzes, für den wir hier einen umfassenden mathematischen Beweis 
nicht beibringen wollen, leuchtet ein aus der Überlegung, dafs das 
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Fig. 163. ' 



Gleichgewicht einer zwangläafigen Kette dasjenige ihrer einzelnen starr 
gedachten Glieder zur Voraassetzang hat, dieses aber eine Inderang 
des Arbeitsvermögens im einzelnen Gliede und folglich anch in der- 
ganzen Kette ausschliefst. -- Jener Satz drückt sich aus durch die 
Gleichung 

1) ' 2'P„.zf*P^=0, 

worin unter Asp^ die elementaren Arbeitswege der einzelnen Kräfte 

verstanden sind. Eine Scheibe / habe gegen eine etwa ruhende 

Scheibe O den augenblicklichen Pol Ol und werde von Kräften 

P und W in senkrechten Abständen u und tv vom Pol 1 ergriffen 

(Fig. 163). Führt die Scheibe / eine Drehang Aq)j rechts um Ol 

aus, so ist der Arbeitsweg von P 

J8p= A (pf u und von W J *«, = 

— A(prw. Das Gleichgewicht der 

Scheibe / verlangt daher nach Gl. 1 

P- A q)j ' u -- W ' A (pj ' tu = 9 daraus 

folgt 

2) P'U^W'W, 

d. h. 1 ist augenblicklicher Momenten- 
drehpunkt der Scheibe /; P-u und W-w 
sind virtuelle Momente der Kräfte P 
und W. 

Greifen P und W an verschiedenen Scheiben I und II an 
mit den augenblicklichen Polen Ol und 2 (Fig. 164) und sind 
Aq)j und Aq)jf zusammen- 
gehörige kleine Drehungen 
beider Scheiben um ihre Pole, 
so ist Asp=Aq)j-u und As^t, 
= — A (pjj'w und daher 
P'Acpj'ti,— W'Aq)jj'w = 0. 
Da aber Atpj- (Ol) {12} == 
A<Pji' (12) {02), so ist auch 




Fig. 164. 
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Die beiden Seiten der Gl. 3 drücken die entgegengesetzt gleichen 
Kräfte i> aus, mit denen die Scheiben in ihrem gegenseitigen 
Drehpunkt 1 2 aufeinander einwirken. 
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9 

In dem Sonderfalle der Fig. 157, in dem die Scheiben I und 
II als Teile eines Dreigelenkbogens uid W als Horizontalschab 
«Dgesehen werden können, kann man die Strecken (Ol) (12) und 
(1 2) (0 2) durch die ihnen verhältnisgleichen wagerechten Abstände 
a und 5 ersetzen und erhält damit aus Gl. 3 

4) w^P."^.^, 



w a 



_/ 

sss — — • 



U 



oder, da w^^'l ist, auch 

a 

5) ^'=^Z./- 

Mit P= 1 und veränderlichem u drücken Gl. 4 und 5 den links- 
seitigen Zweig (Ol,) (12.) ^er Einflufilinie (Ol,) (12,) (02,) für W 
aus. Tritt P^l rechts von 12, so ist für die jetzt allein von 
Kräften ergriffene Scheibe II in Bezug auf 02 als Momenten- 
drehpunkt W-w^P-il-^u); also 

5a) w=^^-^^ '''^'r;'^-\ 

die Gleichung des rechtsseitigen Zweiges der Einflufslinie für W. 

Wie aus den hier berührten Sonderfällen des Gleichgewichts 
zwangläufig beweglicher Scheiben, so erkennt man aus den voran- 
gehenden Darlegungen allgemein, dafs die Pole der Glieder einer 
zwangläufigen Kette gegen ein etwa ruhendes Glied O derselben 
gewissermafsen als feste Stützgelenke aller übrigen gegen dieses 
eine Glied angesehen werden können. Die Gleichung der virtuellen 
Arbeiten (Gl. 1) wird in ihrer Anwendung auf das Gleichgewicht 
einer Kette zu einer Momentengleichung in Bezug auf den momentan 
ruhenden Pol eines der Glieder derselben. Die virtuelle Arbeit 
irgend einer ein beliebiges Glied der Kette angreifenden Kraft 
während einer im Zusammenhange der Kette möglichen Differenzial* 
bewegung des Gliedes, oder auch das virtuelle Moment der Kraft 
in Bezug auf den Pol desselben ist verhältnisgleich dem senkrechten 
Abstände der Kraft von diesem Pol. Beide werden gleich Null, 
wenn die Kraft durch den Pol des von ihr ergriffenen Gliedes 
gerichtet ist. In diesem Falle verschwindet also auch der Einflufs 
der Kraft auf den Gleichgewichtszustand sowohl des unmittelbar von 
ihr ergriffenen Gliedes, als auch auf den der ganzen Kette. Eine 



Ve. Bestimmung der Stahkräfte, 329 

durch den momentan ruhenden Pol eines Gliedes gerichtete Kraft 
von endlicher Gröfse vermag also das Gleichgewicht der Kette 
gegenüber irgend einem Angriff änfserer Kräfte nicht herzustellen 
(vergl. S. 323). Daraus lassen sich folgende beiden i&r die Be- 
urteilung des Gleichgewichts Ton Fachwerken wichtigen Schlüsse 
ziehen, nämlich: 

1. Jeder Stab eines Fachwerkes, dessen Mittellinie 
durch den Pol zweier durch ihn verbundener Glieder 
der zwangläufigen Kette gerichtet ist, in welche das 
Fachwerk bei Beseitigung des Stabes übergehen würde, 
hat im Gleichgewicht der äufseren und inneren Kräfte 
eine unendlich grofse Spannkraft zu leisten; 

2. Der Einflufs einer ein Fachwerk angreifenden 
äufseren Kraft auf die Spannkraft in irgend einem 
Stabe desselben ist verhältnisgleich dem senkrechten 
Abstände jener Kraft von dem momentan ruhenden 
Pole (Bauptpole) des von ihr unmittelbar ergriffenen 
Gliedes der zwangläufigen Kette, welche bei Beseiti- 
gung des Stabes aus dem Fachwerk entstehen würde. 

Wandert also eine etwa lotrechte Last P» 1 über einen 
statisch bestimmten Fachwerkbalken, so läfst sich ihr Einfluß auf 
die Spannkraft irgend eines Stabes durch eine gerade Linie 
ausdrücken, und unter den Hauptpolen der ohne den Stab aus dem 
Fachwerk entstehenden Kette befinden sich Nullpunkte dieser Einflufs- 
linie (Belastungsscheiden). Unter den Zwischenpolen je zweier Glieder 
hat man aus gleicher Erwägung Knickpunkte der EinfluMinie zu 
suchen, und zwar wirkliche, wenn die Last hier von einem Gliede 
zum andern übertritt, ideelle, wenn der Übertritt an anderer Stelle 
erfolgt 

Auf Grund vorstehender allgemeiner Betrachtungen können die 
Einflufslinien der allgemeinen Stobkräfte und diese selbst in ihren 
positiven und negativen GrOfstwerten leicht gefunden werden. An 
einigen Beispielen möge das Verfahren gezeigt werden. 

Die Kette (Fig. 160) sei durch Einfügung eines Stabes BB' 
in ein starres Gebilde verwandelt; die Einflufslinie der Stabkraft 
im Stabe BB' soll bestimmt werden. Der (momentan ruhende) 
Hauptpol des Gliedes IV ist weiter oben in 04 ermittelt. Einer 
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Last P = 1 im Abstände u von 4 gegenüber mufs die Stabkraft, 
bezw. lotrechte Stützkraft B die Momentengleichung erfüllen 
B'b = P'u^ also ist 

6) ^ = ^1' 

das ist die Gleichung der Einflnfslinie für die Bewegnng der Last 
P=l über das Glied IV. Für « = wird -B = 0, für w = 6, 
5 = P=1. Damit liegt die Einflufslinie (Ol,) (14,) 7146' fest 
Unter 04 nnd Ol, den Hanptpolen der belasteten Glieder / und IV, 
liegen Einflnfsnullpunkte, unter dem Zwischenpol 14 beider ein 
Enickpunkt der Einflufslinie und unter B ist die Einflufsordinate 
gleich 1. (Vergl in Bd. I Fig. 133 S. 172 die Stützkraft Ä eines 
Gerberträgers.) 

Würde die Kette (Fig. 160) statt der Form Ol II III IV die 
Form OliriiriV erhalten, der Pol 04 nach 04' rücken, b also 
gleich Null werden, so würde nach Gl. 6 B= 00 , oder wenn auch 

P durch 04' gerichtet, m = wäre JB = — , d. i. statisch unbestimmt. 

Wird das Fach werk (Fig. 162) mit O als ruhendem Gliede im 
Knoten 14 von einer also nicht durch den Pol 04 des Gliederpaares 
0/F gehenden Kraft P ergriffen, so hat der Stab (03) (4 5) im 

Drehungsgleichgewicht des Gliedes IV in Bezug auf den Hauptpol 04 

P-u 
die Spannkraft I) = -yr— = 00 , oder wenn auch P durch 4 geht, 

u = ist, eine solche i> = ^ , d.i. eine statisch unbestimmte Stab- 
kraft, zu leisten. Wird die Form des Fachwerkes so geändert, dafs 
unter Festhaltung der Knoten Ol, 12, 23 und 03 der Knoten 14 
nach 14' und 45 nach 45' rückt, so erhält die Stabkraft im 
Stabe (03) (4 5') den endlichen und bestimmten Wert D'=^+uP':d 
(Zugkraft). 

Der in Fig. 165 dargestellte „einfache^ Fachwerkbalken ist 
in A durch ein festes, in B durch ein verschiebliches Stützgelenk 
gegen die ruhende Scheibe O (Pfeiler und Baugrund) gelagert. Es 
soll die Einflufslinie der Stabkraft D der Strebe (12) (3 4) ermittelt 
werden. In der durch Beseitigung der Strebe entstehenden Kette 
O III III IV ist 1 Hauptpol von J, 1 3 Zwischenpol von / und IIL 
Der Hauptpol 03 von ///liegt im Schnittpunkt der Geraden (13) (Ol) 
mit der zur Lagerfläche in B senkrechten Polbahn. Der Hauptpol 02 
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von II wird im Schnitt der Geraden (Ol) (12) und (03) (2 3) er- 
halten. Wir denken uns nun in den Punkten 1 2 und 3 4 die Stab- 
kraft 2> als änfsere Kraft und außerdem eine Last P=l im Abstände 
u von 02 auf das Glied II der Kette wirken. Es sind dann nur 
die Glieder // und III von Kräften ergriffen und wir erhalten bei 

Fig. 165. 
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den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen für das Drehungs- 
gleichgewicht des Gliedes // in Bezug auf seinen Hauptpol 02 die 

Momentengleichung = P-t« — D-d — D 6, worin das letzte 

Glied das Moment ausdrückt, mit welcher /> in 34 durch das 
Glied III im Punkte 2 3 auf // einwirkt. Die Lösung für D ergibt 



7) 



D^P'u:(d + d'^ (vergl. Gl. 2 und 3). 



Für w = ist i>= 0, Vaixu=-h und P= 1 ist 2> = P.&: id+d' -) 

= 6 : (i + ^ ' -^) . Damit liegt die Einflufelinie n^ (1 2e) n^ (2 3,) h fest. 

Die EinflufsnuUpunkte n^, n2 und 713 liegen in den Loten durch 
die Hauptpole Ol, 02 und 03. Die Knickpcmkte 12« und 23« 
finden sich lotrecht unter den Zwischenpolen. Da die Last P=>1 
nach rechts nicht über B hinausgelangen kann, so schliefst die 
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Einflafslinie in b ab, 713 ist nar ein ideeller EinflafsnuUpankt, der 
die Sichtung des Zweiges (23«) 2> der Einflafslinie festlegt. 

Die zwangläufige Eette (Fig. 159) kann, wie oben nachgewiesen, 
durch Einfügung eines Gelenkstabes zwischen den Punkten (03) und 
(67) in ein steifes und statisch bestimmtes Fachwerk übergefBhrt 
werden. Die Einflufslinie der Stabkraft D in dem Stabe (03) (6 7) 
für lotrechte Belastung des Stabzuges VI VII V soll bestimmt 
werden. Wir lassen die Wanderlast P=» 1 zunächst am Oliede VII 
im senkrechten Abstände u von dessen Hauptpol 07 angreifen und 
betrachten das Drehungsgleichgewicht dieses Gliedes in Bezug auf 
seinen Hauptpol 07. Die als äufsere Kraft in 03 angreifend ge- 
dachte Stabkraft ist ohne Einflufs auf jenes Gleichgewicht, weil ihr 
Angriffspunkt 03 bei einer virtuellen Bewegung der Kette Ol. . . 
VI VII ruht. 

Am Gliede VII halten sich lediglich die Kräfte i> in 6 7 und P 
das Gleichgewicht und die Momentengleichung lautet D'd = Pu, 
woraus 

8) D^P'Uxd 

als Gleichung der Einflufslinie von D für die Bewegung der Last 
P = 1 zwischen 6 7 und 4 7 gewonnen wird. Für w = r ist die 
Einflufsordinate gleich rid und für ?i = gleich Null, womit die 
Punkte n-i und 47« der Einflufslinie Fig. 159 2> und diese selbst 
festliegen. Die nur ideellen EiaflufsnuUpunkte n^ und ng legen wieder 
nur die Richtungen (67,)(16e) und (4 7,) (3 5.) fest. 

Hätte das Fachwerk die Form Ol . . . VI VH\ oder irgend 
eine andere Form, bei der die Achse des Stabes (0 3) (6 7 ') durch 
den Pol 7 des Gliedes VII gegen O gerichtet, also d = wäre, 

P'Xl 

so würde 2> = — — = 00 oder, wenn auch P durch 07 gerichtet 

wäre, 2>==— , unbestimmt. 

Endlich soll hier noch die Einflufslinie der Spannkraft S des 
Stabes bO (Fig. 161) bestimmt werden, durch den die zwangläufige 
Kette in ein steifes Gebilde übergeht. Sowohl die in b als die in c 
als äufsere Kraft angreifend gedachte Stabkraft S hat bei einer 
virtuellen Bewegung der Kette einen von Null verschiedenen Arbeits- 
weg. Beide Kräfte 8 sind also von Einflufs auf das Gleichgewicht 
der Kette. Wir lassen die Last P= 1 zunächst an der Scheibe IV 
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angreifen und erhalten bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeich- 
nungen ffir das Drehungsgleichgewicht dieser Scheibe in Bezug auf 
ihren Hauptpol 04 gegen O die Momentengleichung 

P'U + S'S^ — S'S^-aib^^O und daraus 

als Oleichung der Einflnfslinie für die Bewegung der Last P=l 
zwischen den Punkten 1 4 und 4 5 . Für u^O ist 5 » und für 

w = (?, S = c:{8^' — '—8A. Damit liegen die Punkte n^ und 1,4« 

der Einflufslinie 8«W8(58«) n545,n4l4e01e (Fig. 1616) und diese 
selbst fest. 

VI. Formänderung ebener statisch bestimmter 

Fachwerice. 

a) Allgemeines; Formänderon^arbeit; Arbeitsgesetze. 

Den Betrachtungen unter I bis V liegt die Voraussetzung zu 
Orunde, dafs die zu einem Fachwerk vereinigten Stäbe an ihren 
Enden durch reibungslose Gelenke verbunden und die Fachwerke 
nur in den Knotenpunkten von äufseren Kräften ergriffen sind; die 
einzelnen Stäbe also Kräfte nur in der Richtung ihrer Achse auf- 
zunehmen, bezw. Spannungswiderstände (Stabkräfte) nur in dieser 
Sichtung zu leisten haben, unter diesen Voraussetzungen können, 
wenn Knickvorgänge ausgeschlossen bleiben, die Formänderungen 
der Stäbe selbst infolge Angriffs äafserer Kräfte nur in elastischen 
Längenänderungen bestehen, deren Ermittelung, wenn die Stabkräfte 
bestimmt sind, in bekannter Weise mit Hülfe der Gleichung 

A * — -^^ geschehen kann, worin s die Stablänge und S die Stab- 
kraft bezeichnet. Die Bestimmung der veränderten Form des Fach- 
werkes aus den veränderten Stablängen ist dann im wesentlichen 
eine geometrische Aufgabe. 

Vielfach kann man indes die Formänderung von Fachwerken 
wie diejenige gerader und gekrümmter Stäbe vorteilhaft mit Hülfe 
des Begriffes der Formänderungsarbeit verfolgen. Geht die Form- 
änderung im steten Gleichgewicht zwischen den äufseren und inneren 
Kräften vor sich, so ist, wie man leicht erkennt, die Summe der 
Arbeiten beider in jedem kleinsten Zeitteilchen gleich Null, d. h. die 
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wirkliche äafiere und innere Formändemngsarbeit sind, wie bei 
einem beliebigem elastisch festen Körper innerhalb der Elastizit&ts- 
grenze, absolut genommen, einander gleich; es ist 

2la = 3li (vergl. S. 11). 

Besteht zwischen den Dehnungen und Spannungen des Stoffes, aus 
dem die Stäbe bestehen, Yerhältnisgleichheit, so ist die sogenannte 
^Verschiebungsarbeit^ der äufseren und inneren Kräfte je 
doppelt so grofs als die wirkliche äufsere und innere Formänderungs- 
arbeit 3i: = 2.a., 2iy = 2Sl, und daher auch %l^^. 

Ist d der Arbeitsweg irgend einer der äufseren Kräfte P, die 
wir uns. im Oleichgewicht mit den (als innere Kräfte anzusehenden) 
Stabspannkräften yon Null anwachsend denken, so ist die wirkliche 
äufsere Formänderungsarbeit 

P'd 

%a = ^''—^ nnd die Verschiebungsarbeit %l = Z-P-^- 

Femer ist die wirkliche innere Formänderungsarbeit eines Stabes 
von fiberall gleichem Querschnitt F ohne Bück^icht auf das Vor- 
zeichen gleich 

2E ^~2~"e'^^~2~ (vergl. Gl. 4 S. 12) 
und für alle Stäbe 

3l, = i:.^^ oder ^^S^S^Js. 

Daraus ergibt sich die Arbeitsgleichung 

1) 2'.p.d = 2'-Ä-JÄ. 

Oleichung 1 gUt für alle im Gleichgewicht der Kräfte mög- 
lichen „virtuellen"', von den Kräften selbst etwa unabhängigen 
Verschiebungen d und As der Knotenpunkte und stellt eine allge- 
meine Abhängigkeit zwischen den äufseren Kräften P^, P^ usw. und 
den Stabkräften 8 dar. 

Legen wir allen Kräften P bis auf eine, P„, bestimmte unver- 
änderliche Werte bei, so erscheint lediglich P» von den Stabkräften 
S und umgekehrt abhängig veränderlich, jede Änderung c^P» hat 
Änderungen dS aller Stabkräfte im Gefolge. Durch teilweise 
Differentiation der Gl. 1 nach P^ und Lösung für den Arbeitsweg 
dieser Kraft d„ erhält man 

2) d„ - ^'!^'^' (vergl. Gl. 1 S. 21)., 
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Legt man jetzt den Yerrückungen d„ und ä s yon allen im Oleich- 
gewicht der Kräfte möglichen Werten die der wirklichen elastischen 

Formänderung entsprechenden bei, setzt also J * = -— = ^7-^, so 

geht OL 2 über in 

^ " dPnEF dPn2EF ^"'^EF'^ "" 

In U' ^ erkennen wir die wirkliche Formänderungsarbeit % 
des Fachwerkes und Ol. 3 kann man daher auch schreiben 

4) ön = ^p , d. h. in Worten : 

„Wird ein in statisch bestimmter Weise spannungslos 
festgehaltenes Fachwerk von beliebigen äufseren Kräften 
ergriffen, so ist die elastische Verschiebung irgend 
eines Knotenpunktes in der Sichtung einer in ihm 
angreifenden äufseren Kraft unter der Toraussetzung 
unveränderlicher Temperatur gleich der ersten Abge- 
leiteten der Formänderungsarbeit nach jener Kraft" 

Findet während der elastischen Formänderung gleichzeitig noch 
eine solche infolge Änderung der Temperatur statt, so hat man in 

Ol. 2 zu setzen J « = ^^^7 -V s-et mit e als Wärmeausdehnungs- 
ziffer. Ol. 3 geht dann über in 

3a) ö^=^d\2:-^^^2:S'S'Bl\:dP^. 

Der Klammerwert drückt jetzt die Summe der Formänderungsarbeiten 
infolge der elastischen Änderung der Stablängen und derjenigen 
durch Wärmeänderung aus. Bezeichnen wir ersteren Anteil mit %^ 
letzteren mit 3l!, so erhalten wir 

4a) d. = -^ + M, 

^ ** dPn 9Pn 

worin der erste Summand die elastische Verschiebung des Knotens n 
in der Bichtung der Kraft Pn und der zweite diejenige infolge der 
Wärmeänderung ausdrückt. Bezeichnen wir letztere, die meist 
einfach zu ermitteln ist, mit d^, so wird 

4b) d,=|^^+d:. 
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Handelt es rieh um die elistische Drehnog J a einer Oendea 
in der Ebene des Fachwerks, so erhält man, wie auf S. 22 für den 
angegliederten stabf&rmigen Körper, 

worin if„ ein auf jene Gerade drehend einwirkendes, yeränderlich 
gedachtes äaäeres Eraftmoment ist. Eine etwaige Drehung Aal 
jener Geraden infolge Temperaturändemng kann wieder durch Addition 
berfickrichtigt werden. 

Wird ein bereits statisch bestimmt gestütztes Fachwerk noch 
weiter festgehalten* so wird sein äalserer Gleichgewichtsznstand statisch 
anbestimmt and die an den weiter festgehaltenen Stellen auftretenden 
Stützwiderstände oder Stützmomente X sind als statisch unbestimmte 
GrOfsen anzusehen. Sie haben aber wie alle äufseren Kräfte die 
Gleichungen 4 zu erfüllen. Buht ihr Angrifbpunkt oder ihre Angrifb- 
gerade während der Formänderung, d. b. ist die Stützung in ihnen 
eine starre, so ist für sie d„ = bezw. J a = und man erhält bei 
gleichbleibender Temperatur 

5) -TT^iF^^O, d. h. in Worten: 

ff JL 

Die erste Abgeleitete der Formänderungsarbeit na^h 
einem statisch unbestimmten Stützwiderstande ist 
gleich Null, oder der statisch unbestimmte Stütz- 
widerstand nimmt denjenigen Wert an, für den die 
Formänderungsarbeit ein Minimum wird. 

Findet während der Formänderung etwa noch eine Temperatur- 
änderung statt, so erhält man aus Gl. 4 b mit d„ = 

oa) -sx^-^^- 

Ist ferner die Stützung an der Angriffsstelle von X nicht starr, 
sondern etwa verhältnisglcich dieser Stützkraft in ihrer Richtung 
nachgiebig oder verschieblich, so geht Gl. 5 über in 

ob) -^r-^^k^X oder Gl. 5a in 5c) ... -^-z^ = k*X— ö\,, 

worin k eine von der Nachgiebigkeit der Stütze abhängige Konstante 
ist. Kommen bei der Stützung des Fachwerkes mehr als eine statisch 
unbestimmte Stützkraft X vor, so kann man für jede den Ausdruck 
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TT-^ und eine Gleichung 5, 5 a oder 5 b bilden und so stets die zur 

Bestimmang aller Stfitzkräfte erforderliche Zahl von Gleichungen 
gewinnen. 

Wie die in Torstehendem eutwickelten Sätze yon Castigliano, 
so läfst sich der auf S. 32—34 abgeleitete Maxweirsche 8atz von 
der Gegenseitigkeit der elastischen Verrflckungen in gleicher Weise 
wie für einen ungegliederten stabfBrmigen KOrper auch f&r ein 
ebenes Fachwerk nachweisen. Wir wollen ihn indes hier noch wie 
folgt Terallgemeinem : Eine in irgend einem Knoten a eines beliebigen 
Fachwerks (Fig. 166) angreifende Kraft P, bezeichnet als P«« werde 
durch eine entgegengesetzte gleiche Kraft P^^ in a^ im Gleichgewicht 
gehalten und dasselbe gelte Yig. I66. 

von zwei in zwei andern 
Knoten b und &i angreifen- 
den Kräften P, bezeichnet 
mit Pft und P^j. Unter 
der Wirkung der vier 
Kräfte findet eine be- 
stimmte, Ton der Beihen- 
folge ihres Angriffs unabhängige Formänderung und Formänderungs- 
arbeit statt. Wir wollen uns dabei je einen Punkt beider Punkt- 
paare aay und bb^^ etwa a^ und &i, ruhend denken und mit d«« 
die elastische Verschiebung des Punktes a in der Richtung aa^ 
bezeichnen, die von der Kraft P« heryorgerufen wird; ebenso sei 
dta die durch P« bewirkte Verschiebung des Punktes b in der 
Richtung bbi^ während dbt und d^^ die von der Kraft Pt, erzeugten 
Verschiebungen der Punkte b und a in den Richtungen bb^ und aa^ 
ausdrücken. Greifen nun die Kräfte P in a und a^ zuerst an und 
erst, nachdem die dadurch bedingte Formänderung eingetreten ist, 
auch die Kräfte P in 6 und &|, so entsteht in a die Arbeit 

^^+P'da, und in b die Arbeit —^^\ Greifen die Kräfte P 
2 2 

in b und bi zuerst an, so entsteht in a die Arbeit — ^ und in b 

nun — W^+P'dfca. Da die Gesamtarbeit in beiden Fällen die 
gleiche ist, so erhält man wie auf Seite 34 

6) Önb^^ öba» 

Keck, Elaatiiit&tBlehra. IL 22 
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Nennen wir nach Mohr die in a und ai « angreifenden Krüffce 
P die ^Belastung des Punktpaares^ aai nnd die in b and 
bi angreifenden gleichen Kräfte P die Belastung des Punktpaares 
bby^ so kann die Beziehung Ol. 6 wie folgt ausgesprochen werden : 

^Die gegenseitige Verschiebung d^^ eines Punkt- 
paares bbi infolge der Belastung P eines anderen 
Punktpaares aa^ ist ebenso grofs, wie die gegenseitige 
Verschiebung d^t des Punktpaares aa^ infolge der 
gleichen Belastung P des Punktpaares bb^.*^ 

Wir wollen uns nun in den Knoten a und a/ des Fachwerkes 
(Fig. 167) ein Kräftepaar vom Momente M und in den Punkten 
ai und üi ein Kräfte- 
paar von entgegen- ^^' ^^'^' 
gesetzt gleichem Mo- 
ment M wirkend, 
d. h. das Geradenpaar 
aa' aiUi durch das 
Moment M belastet 

denken. In der 
gleichen Weise möge 
irgend ein anderes 
in der Figur nicht dargestelltes Geradenpaar bV b^bi durch ein 
gleiches Moment M belastet werden. Unter der Wirkung dieser 
Momente entsteht eine von der Reihenfolge ihres Angriffs unabhängige 
bestimmte Formänderung. Durch die Belastung des Geradenpaares 
aa' und a^a/ erfahre der Neigungswinkel q) desselben eine 
Änderung Acpaa nnd derjenigen des Geradenpaares bV &,&/ eine 
solche ^(pba- Ebenso bringe die Belastung M des Geradenpaares 
bV bibi eine Änderung ^q>bb seines Neigungswinkels und eine 
solche ^(Pab des Geradenpaares aa' aia^ hervor. Je nachdem nun 
das eine oder das andere Geradenpaar zuerst belastet wird, entsteht 

die Formänderungsarbeit ^^^ + M'A(pab + - — ö^^ öder 

— ^^-+M'J(pba-^ ö^^» ^^^ ^^^ der Gleichsetzung beider folgt 

6a) Aipba^^<Phay 

d. h. „Die gegenseitige Drehung ^(pba eines Geraden- 
paares bV b^bi infolge der Belastung M eines Geraden- 
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paares aa' axai ist ebenso grofs als die gegenseitige 
Drehung Aq)^^ des Qeradenpaares aa' a^ai' infolge der 
gleichen Belastung M des Oeradenpaares bb' ^i&i'/ 

Es soll noch die gegenseitige Bewegung eines Punktpaares 
bbi und eines Geradenpaares aa' aia{ (Fig. 168) in Beziehung 
gebracht und dabei die yw, 168. 

Belastung P des Punkt- 
paares gleich derjenigen 
M des Oeradenpaares 
gelten, wenn M^P-l 
ist. Die unter der gleich- 
zeitigen Belastung P des 
Punktpaares bh^ und der 
Belastung Jf = P.l des 
Geradenpaares aa' aia^' entstehende Formänderungsarbeit berechnet 
sich dann, je nachdem die eine oder die andere Belastung zuerst 

angreift, zu M-^^ + M-A^p,, + — ^ oder — ^ + P-d,, 

-\ . Die Gleichsetzung beider Ausdrücke für denselben 

Wert ergibt P'dab= M-Atp^ai woraus mit M=P-l wieder 
6 b) dba=^/i<Pab entsteht, 

d.i. in Worten: „Die gegenseitige Verschiebung eines 
Punktpaares bbi infolge der Belastung M^P-1 eines 
Geradenpaares aa' a^a^ ist ebenso grofs, wie die gegen- 
seitige Drehung des Geradenpaares aa' a^a/ infolge 
gleicher Belastung P eines Punktpaares bh^,*" 

Aus Yorstehendem erkennt man leicht auch, dafs, wenn zwei 
Punktpaare, zwei Geradenpaare, oder ein Punkt- und ein Geradenpaar 
ungleich belastet werden, die gegenseitigen Verschiebungen, bezw. 
Drehungen sich umgekehrt verhalten müssen wie die Belastungen. 
Gleiche gegenseitige Bewegungen entstehen selbstverständlich auch 
bei der „ Belastungseinheit ^ beider aufeinander bezogener Paare. 

Zu einer weiteren Verallgemeinerung des MaxwelTschen Satzes 
gelangt man noch durch folgende Betrachtung: 

Wir denken uns auf ein Fachwerk gleichzeitig zwei Lasten- 
gruppen wirken, die wir hier mit P« und P« bezeichnen wollen, in 
dem Sinne, dafs unter P«, irgend eine zur Lastengruppe P^ und 
unter Pn irgend eine zur Gruppe Pn gehörige Last verstanden sein 

22* 



340 Vierter Abschnitt. EUutizität und Festigkeit ebener Fttchtcerhe. 

solL Ferner sei unter d«« die Gmppe der YerschiebiiDgen yer- 
standen, welche die Enotenpaokte allein unter der Wirkung der 
Lastengrnppe P» je in der Bichtong der an dem betreffenden Knoten 
angreifenden Last dieser Gmppe erfahren, und die gleiche Bedeutung 
habe d^n bezüglich der Lastengruppe P«. Endlich seien d,« und 
d^n die Gruppen der Verschiebungen, welche die Lastengrnppe P« 
in den Knoten des Fachwerks in der Bichtung der dort angreifenden 
Lasten der Pn- Gruppe und umgekehrt hervorbringen. 

Unter dem Zusammenwirken beider Lastgruppen entsteht eine 
Yon der Beihenfolge des Angriffs der einzelnen Lasten unabhängige 
Formänderung und eine bestimmte innere Formänderungsarbeit. 
Setzen wir voraus, dafs die Formänderung im ungestörten Gleich- 
gewicht der inneren und äufseren Kräfte vor sich geht, so ist auch 
die äulsere Formänderungsarbeit, die Arbeit der Lasten in ihrer 
Gesamtheit während der Formänderung, unabhängig von der Beihen- 
folge des Angriff der einzelnen Lasten. 

Wir lassen nun einmal die Lastengruppe P» und ein zweites 
Mal die Lastengruppe P„ zuerst angreifen und zwar mOge der Angriff 
jedesmal so erfolgen, dafs alle Lasten jeder Gruppe je von Null aus 
allmählich und verhältnisgleich anwachsen mit der Verschiebung 
der Knoten, an denen die Einzellasten angreifen in deren Bichtung. 
Dann ist die wirkliche Formänderungsarbeit jeder Lastengruppe für 

sich allein gleich 2. ^"'^*" bezw. 2*—^. Daneben leistet 

nur die zuerst angreifende Lastengruppe während der Formänderung 
durch die zweite Gruppe noch Verschiebungsarbeit. Diese ist, wenn 
die Lastengruppe P« zuerst angreift, gleich ^-P^d^m und wenn 
die Lastengruppe P» zuerst angreift, gleich l'-Pn-d^^. Aus der 
Gleichheit der Summe aller Arbeiten in beiden Fällen folgt 

7) 2* Pm dmn = 2^' Pn * Ontn • 

Diese Beziehung ist von Betti zuerst nachgewiesen und heifst 
nach ihm das Betti'sche Gesetz, von dem der Maxweirsche Satz 
nur einen Spezialfall umfafsi Bestehen beide Lastengruppen nämlich 
je aus einer Einzellast P, so geht Gl. 7 über in d„«= d^n« überein- 
stimmend mit Gl. 6. 

Es soll hier noch die unter der Wirkung einer beliebigen Kräfte- 
gruppe Pm entstehende Verschiebung ö^ irgend eines Fachwerkknotens 
C (Fig. 169) in einer gegebenen Bichtung verfolgt werden. Die 
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der Eräfkegnippe P« entsprechende Gruppe yon Stabkrftften sei 5» 
und die zugehörige Oruppe der Längenänderungen der Stäbe sei 

^*-.=%^ mit *« als Stab- Fig. 169. 

Jf JCj 

längen, ö^ und A s^ sind also 
die im Gleichgewicht der Eräfte- 
gruppen P» und S^, entstehenden 
virtuellen Verschiebungen. 

Wir lassen jetzt am Knoten C in der gegebenen Verschiebungs- 
richtung eine Kraft P= 1 angreifen und bezeichnen die Ton ihr 
erzeugte und mit ihr im Gleichgewicht stehende Gruppe von Stab- 
kräften mit 8', Nun wenden wir auf die virtuellen Arbeiten der 
Kraft P= 1 und der Stabkräfte S' die Gl. 1 an, indem wir über- 
legen, dals während der durch die Kräftegruppe P« erzeugten 
Formänderung die Kraft P= 1 am Knoten C die Arbeit l*d^ und 

die Stabkräfte 8' die Arbeit 21-8' -A *» = 2 — ^^^ leisten und dafs 

FE 

daher, wenn wir in Gl. 1 unter der Gruppe P der äufseren Kräfte 
die Kraft P=l am Knoten (7, unter der Gruppe 8 der Stabkräfte 
die Kräfte 8' verstehen, die Verschiebungsgrappe d durch die Einzel- 
verschiebung de und A 8 durch /l «« ersetzen, die Gleichung bestehen mufs 

8) i-ö, = i: — ^j-^ 

worin F allgemein die Gruppe der Querschnitte der prismatisch 
vorausgesetzten Stäbe bezeichnet. 

Hat man danach die Stabkräfte 8' und 8tn für die einzelnen 
Stäbe in bekannter Weise ermittelt und sind die Längen a und die 
Querschnitte F der einzelnen Stäbe gegeben, so bietet die Berechnung 
von de nach Gl. 8 keine Schwierigkeiten. 

Der Quotient 5»:P drückt die Spannung a in den einzelnen 
Stäben aus. Ist diese konstant und gegeben, so kann Gl. 8 auch 
geschrieben werden: 

8a) d, = -^'2'S''S. 

Diese Gleichung ist u. a. mit Torteil in allen den Fällen anwendbar, 
wo zunächst nur das Liniennetz und die Spannung gegeben ist, 
um die Verschiebung irgend eines Knotens in einer bestimmten 
Richtung, etwa die Durchbiegung eines lotrecht belasteten Fachwerk- 
balkens in seiner Mitte zu berechnen. 



^^ VierUr Ahtdmät. EUjuAüd^ wmd Faii^teä 



OL H ood 8a ennSgUdico in eimnal^cr Anweata^ 
B^reebmuig der Tendneboog irgend einei FadtverUmoteae ia aner 
beftimmtea Biditong. um die wiiUiche Yeiadiid^iii^ de awl ha i 
ztt eriialteo, ist eeioe Yendiidia]^ aodi in einer zvettea Biditsag 
in gldeber Weise za ennitMn. Die wirklidie YersdiielNnig wird 
daon alf Diagonale dea aas beiden Seitenrersduebnngen gd^Odetea 
Parallelogramms erhalten. So kannte man die elastisde Venchiebong 
aller Kooteoponkte eines Faehwerks nnd damit dessen ganze Form- 
indemog ermitteln. Ein solches Ver&hren würde sich indes sehr 
nmständlieh gestalten. In folgendem soll deshalb noch gezeigt werden, 
wie man die ganze Formändemng eines Fachwerks bequemer, wenn 
aoch nicht mit gleicher, so doch oft hinreichender Genauigkeit auf dem 
Wege der Zeichnung rerfolgen kann, wenn die Längenänderungen J s 
aller Stäbe desselben, sowohl die elastischen als die etwa infolge 
Temperaturänderung eingetretenen, bekannt, etwa aus der Gleichung 






berechnet sind. 



^ b) Verschiebnngspläne. 
Ein Knotenpunkt c (Fig. 170 a) irgend eines Fach Werkes sei 



Fig. 170. 



mit den Knoten a und b durch 
Stäbe 1 und 2 verbunden, deren 
Längen die Änderungen A 1 und 
J 2 erfahren (wovon etwa d 1 
positiv, J 2 negativ), während 
gleichzeitig die Knoten a und b 
von a nach a^ bezw. von b 
nach I^x rücken. 

Die dadurch bedingte neue 
Lage von c kann nun wie folgt 
durch Zeichnung gefunden wer- 
den : Wir denken uns die Stäbe 
1 und 2 zunächst in c von- 
einander gelöst, parallel und in 
unveränderter Länge an die 
Punkte Qx und bi verschoben, 
wobei e nach c^ bezw. ct gelangt. Zufolge der Längenänderungen 
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A 1 und zl 2 bewegt sich Ca nach Ca und c^ nach et* Beschreibt 
man jetzt mit den Strecken a^ Ca und bi c^ je einen Kreisbogen um 
üi und hy y so erhält man im Schnitt beider die neue Lage Ton c^ . 
Bei den hier in Frage kommenden yerhältnismäfsig sehr geringen 
Verschiebungen kann man mit yOllig hinreichender (Genauigkeit die 
Kreisbögen CaC^ und clci je durch eine Gerade senkrecht zu a^Ca ^ 
bezw. zu biCt ersetzen. 

Es ist nun zweckmftfsig, die Verschiebung cc^ des Punktes c 
nicht im Zusammenbange mit dem Liniennetz abc^ sondern in an- 
gemessener VergrOfserung für sich allein darzustellen, indem man 
Yon irgend einem Punkt O (Fig. 170&) ausgehend, zunächst nach 
Sichtung und GrOfse die Verschiebungsstrecken aai^cca'=^OaY 
und hb^^cct^Obi der Punkte a und b anträgt, sodann in a^ 
und bi die Längenänderung A 1 und A 2 nach Richtung und Gröfse 
hinzufügt und in den Endpunkten der letzteren Lote errichtet, die 
sich in Ci schneiden. Die dadurch entstehende Figur nennt man 
den nVerschiebungspIan^ der Knoten a, b und c und O den 
Pol desselben. Die Polstrahlen Oa^ Ob^ und O c^ stellen ersichtlich 
nach Richtung und Gröfse die Verschiebungen der Punkte a, h und c 
dar, und zwar erscheint die Richtung vom Pol abweisend. Bei 
Antragung der Längenänderungen ist besonders auf das Vorzeichen 
derselben und den daraus sich ergebenden, übrigens leicht zu 
erkennenden Richtungssinn der entsprechenden Strecken im Ver- 
schiebungsplane zu achten. 

Fig. 171 stellt ein einfaches Dreiecksfach werk dar, das in a 
durch ein festes und in b durch ein bewegliches Stützgelenk gehalten 
und etwa in e von einer Einzellast ergriffen ist 

Die unter der V^irkung dieser Last in dem Fachwerk ent- 
stehenden Stabkräfte, wie die danach entstehenden Längenänderungen 
der einzelnen Stäbe sind ihrem Sinne nach an den einzelnen Stäben 
durch ihre Vorzeichen + und — kenntlich gemacht Der Ver- 
schiebungsplan (Fig. 1715) des Fach Werkes entwickelt sich Ton dem 
beliebig gewählten Pol Ö ausgehend wie folgt: Der Knoten a liegt 
fest, ax fällt in den Pol; b verschiebt sich xim A\ nach rechts, 
0&i=»Jl; c yerschiebt sich gegen b in der Richtung bc um A2^ 
in gleicher Richtung ist A2 von bi aus anzutragen; c verschiebt 
sich ferner in der Richtung ca um J3 gegen a, in gleicher 
Richtung ist J3 von O aus anzutragen. Durch die Senkrechten in 
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den Endpunkten der Strecken /12 und J3 gegen diese Strecken ist 
Ci bestimmt Der Knoten d verschiebt sich in der Kichtnng da 
gegen a um id4 und in der Bichtnng cd um A5 gegen c; in 




gleichen Richtungen sind AA und J5 von und q aus anzutragen; 
durph die in den Endpunkten beider Strecken J4 und Ab gegen 
sie errichteten Senkrechten wird der Punkt di festgelegt In 
gleicher Weise erhält man die Lage des Punktes <?i und würden 
die Verschiebungen etwa weiterer Knotenpunkte ermittelt werden 
können. Letztere selbst werden durch die in Fig. 1712» nicht ge- 
zeichneten Polstrahle Obi, Oq, Od^ usw. ausgedrückt Will man 
die Verschiebung eines Punktes in bestimmter Sichtung haben, so 
hat man den betreffenden Polstrahl senkrecht gegen diese Richtung 
zu projizieren. 

Mit Hülfe des Verschiebungsplans (Fig. 17 Ib) ist sowohl die 
Lage eines jeden Knotenpunktes im Fach werk (Fig. 171a) nach 
eingetretener Formänderung als auch diese selbst völlig bekannt 
geworden. Diese beiden Zwecke können vielfach nicht durch 
Zeichnung eines einzigen Verschiebungsplanes allein erreicht 
werden; insbesondere dann nicht, wenn das Fach werk nicht so ge- 
stützt ist, dafs von einem der Stäbe die Lage eines Punktes seiner 
Mittellinie und die Richtung derselben bei eintretender Formänderung 
des Fachwerks unverändert bleiben, wie dies z. B. beim Stabe 1 
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Fig. 171 zutrifft Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so kann man 
mit Hülfe eines Verschiebungsplanes nur die Formänderung des 
Fachwerks an sich bestimmen, hat aber die Lage desselben nach 
eingetretener Formänderung noch besonders zu ermitteln. Es ist 
dann wie folgt zu verfahren: Man nimmt zunächst die Richtung 
irgend eines Stabes und irgend einen Punkt seiner Mittellinie in 
seiner Lage unTeränderlich an und zeichnet, wie zuvor dargelegt, 
einen Verschiebungsplan, der jetzt nur die gegenseitige, nicht 
aber die absolute, wirkliche Verschiebung aller Knoten- 
punkte ergibt, nur die Formänderung des Fach Werkes an sich, 
nicht aber seine richtige Lage nach eingetretener Formänderung 
erkennen lä&i Um diese zu finden, ist das Fachwerk in seiner 
veränderten Form noch so zu verrücken, dafs die Auflagerungs- 
bedingungen erfüllt werden, d. h. dafs die zuvor gemachte will- 
kürliche Annahme, wonach die Richtung eines Stabes und die 
Lage eines Punktes seiner Mittellinie unverändert bleiben, was 
u. a. zu einer teilweisen Trennung des Fachwerkes von seinen 
Stützen fuhren müfste, ausgeglichen wird, das Fachwerk auch nach 
eingetretener Formänderung in richtiger Berührung mit seinen 
Stützen bleibt. Bei der zu diesem Zwecke erforderlichen nach- 
träglichen Ausgleichsbewegung kann das Fach werk als starre 
Scheibe und die zumeist sehr kleine Bewegung selbst als Dreh- 
bewegung um einen Punkt O' angesehen werden. Zu der durch 
den Verschiebungsplan ermittelten elastischen Bewegung aller 
Knotenpunkte,^ die wir als von dem Pole des Verschiebungsplanes 
abweisend erhalten haben, tritt also für jeden Knoten noch eine 
zweite unelastische Verrückung, die wir so 
in den Verschiebungsplan eintragen wollen, 
dafs sie nach dem Pol O hinzeigt Ist 
beispielsweise Oci (Fig. 172) die elastische 
Verschiebung irgend eines Knotens c, so soll 
die nachträgliche Ausgleichsbewegung in der 
Richtung c^O angetragen werden. Die wirk- 
liche Verschiebung von c ist dann C2C1. 

Ist die Bewegungsrichtung zweier Knoten eines Fachwerkes 
(Fig. 173 a), etwa b und e, während der Ausgleichsbewegung 
bekannt, so findet man den Drehpunkt 0' der Bew^ung im Schnitt- 
punkt zweier Senkrechten jener Bewegungsrichtungen in b und e. 
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Die ganze Bewegung ist nun bekannt, wenn noch f&r einen Pankt 
der Weg nach Gröfse nnd Bicbtnngssinn gegeben ist. 



Fig. 173. 




^ (») 




Denkt man sich nun die Wege der einzelnen Knoten während 
der Drehbewegung um (/ nach Bichtung and Qröfse so an dta 
Pol O (Fig. 1735) des Yerschiebongsplanes angetragen, dais die 
Sichtung nach dem Pole hinzeigt, nnd verbindet die Endpunkte 
^21 ^1 ^> 4 ^^ ^2 ^^f Bewegungsstrecken, so entsteht eine dem 
Liniennetz abcde des Fachwerks fthnliehe Figur a^l^c^d^e^* 
Denn die Polstrahlen O'a^ O'h usw. sind yerbältnisgleich den Pol- 
strahlen Oa2, 0&2 us^- &ls Wegestrecken der Punkte a^b^ c usw.; 
auch sind die einander entsprechenden Polstrahlen senkrecht zu 
einander, und daher die einander entsprechenden Winkel beider Figuren 
einander gleich; 2{laO'6==2}.'a2^^2» ^hO' c = 2^b20c2 usw. 

Das System der Polstrahlen 0^2, Oh^ usw. wollen wir hier 
im Gegensatz zu dem Verschiebungsplan den „Terdrehungs- 
plan'' nennen. Aus beiden ergibt sich in den in Fig. 1736 nicht 
gezeichneten Strecken a^ai, b^h ^sw. die wirkliche Verschiebung 
der einzelnen Knotenpunkte wie in Fig. 172 angegeben, und die 
nach Torstehendem zu entwickelnde Gesamtfigur yerdient danach 
die Bezeichnung als „wirklicher Verschiebungsplan^ Die 
Zeichnung des Verdrehungsplanes wird durch die nachgewiesene 
Ähnlichkeit der Figuren abcde .... und a^ b^c^d^e^. . * . sehr 
erleichtert. Hat man nämlich zwei der Punkte a^^ 62« ^2 ^^* 
ermittelt, so erhält man die übrigen, indem man zwischen beiden 
Punkten eine dem Liniennetz des Fachwerks ähnliche Figur zeichnet 
Die einzelnen Linien beider Netze stehen senkrecht aufeinander. 
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Als Beispiel möge jetzt der wirkliche Verschiebungsplan zu 
dem einfachen Dreiecksfachwerk abcde (Fig. 174a) entwickelt werden. 
Der Balken ist in a durch ein festes, in e durch ein in der Sich- 
tung nn verschiebliches Stützgelenk gehalten und so belastet, dafs 



Fig. 174. 



in den Stäben 1, 4 und 7 
Druck- und in den^übrigen 
Zugspannungen entstehen. 
Die LäQgenänderungen A 1, 
A 2, AB U9W. seien danach 
bereits berechnet. Brsicht- 
lich behält keiner der Stäbe 
während der Formänderung 
seine Sichtung bei. Wir 
wollen daher zunächst die 
Sichtung des Stabes 1 und 
den Endpunkt a seiner 
Mittellinie in seiner Lage 
als unveränderlich anneh- 
men und von dem beliebigen 
Pole O ausgehend, in oben 
dargelegter Weise den Ver- 
schiebungsplan ObiCidi ei 
(Fig. 1742>), in welchem a^ 
mit O zusammenfällt, zeich- 
nen. Der Plan läfst er- 
kennen, dafs bei der ge- 
machten Voraussetzung 
gleichbleibender Sichtung 
des Stabes 1 der Punkt e 
sich in der Sichtung Oei 

bewegen, also von seiner Stütze trennen würde. Es bleibt also die 
entsprechende Ausgleichsbewegung hinzuzufügen, der Verdrehungsplan 
zu zeichnen. Da der Punkt a sich nicht verschiebt, so fällt a^ und a^ 
mit O zusammen. Die wirkliche Verschiebungsrichtung von e mufs 
sein II nn, ^2 ^^^^ ^^^ ^^^^^ durch ei gezogenen Parallelen zu nn 
liegen. Femer mufs e^ auch auf einer durch O senkrecht zu a^ 
gezogenen Geraden liegen, weil die einander entsprechenden Geraden 
der ähnlichen Liniennetze abcde und Ob^c^d^e^ aufeinander senkrecht 




/c^^ Aß 
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stehen. Damit sind die Punkte a^ (in O) und e^ der wirklichen 
Yerschiebungsfigar bekannt und durch Zeichnung des Liniennetzes 
Oh^c^d^e^ ist der Verschiebungsplan selber gefunden. Die Strecken 
^2^19 ^3^1« ^2^1 ^^' stellen die wirklichen Verschiebungen der 
einzelnen Fachwerksknoten and damit die Formänderung des Fach- 
werks in vollem Umfange dar. 

Aus Fig. 174^ ist ersichtlich und durch freie Überlegung erkennt 
man, dafs, wenn ein Stab nahe dem einen Trägerende in einem seiner 
Punkte und in seiner Richtung zunächst unterschieblich vorausgesetzt 
wird, die Verschiebungen der Knoten nahe am anderen Ende ver- 
hältnismäfsig grofs ausfallen, was zu unbequemer Gestaltung des 
Verschiebungsplanes führen kann, um das zu vermeiden, ist es 
vielfach zweckmäfsig, einen Stab nahe der Trägermitte in der be- 
zeichneten Weise zunächst unverschiöblich anzunehmen. 

In dem in einem Endknoten e durch ein festes und im anderen 
h durch ein wagerecht verschiebliches Stützgelenk festgehaltenen 
Fachwerkträger (Fig. 175 a) werde der Ständer 1 in seinem unteren 
Endpunkte a und in lotrechter Bichtung vorläufig unverschieblich 
angenommen und danach in bekannter, aus der Fig. 175^ ersicht- 
lichen Weise die Punkte ^j , c, , ^i , ^i . . . A^ des vorläufigen Ver- 
schiebungsplanes ermittelt. 

Die Lagen der Punkte ^2 ^^'^ ^2 i™ wirklichen Verschiebungsplan 
ergeben sich nun aus der Überlegung, dafs der Knotenpunkt e sich 
überhaupt nicht verschiebt, e^ also mit e^ zusammenfallen, e^ e^ =0 sein 
mufs, dafs der Knoten h sich auf wagerechter Bahn bewegt, h^ also 
auf einer Wagerechten durch h^ liegen und endlich h2e^±.he sein 
mnfs. Die Zeichnung des dem TrSgernetz ähnlichen Liniennetzes 
a^h^ic^ . , . h^ zwischen den Punkten h^ und €2 führt zur Bestimmung 
der Punkte ^2» <^2 • • -A ^^^ ^2 ^^ wirklichen Verschiebungsplanes. 

Vielfach kommt es hauptsächlich darauf an, die lotrechten 
Verschiebungen der Knotenpunkte einer der beiden Gurtungen in 
übersichtlicher Form zu erhalten. Diese Verschiebungen sind in den 
lotrechten Abständen der Punkte a, und «2» ^1 ^"^ ^2 ^sw. im Ver- 
schiebungsplane bereits bekannt. Projiziert man beide Punktgruppen 
gegen die beireifenden Knotenlote (Fig. 175 c), so kommen die Punkte 
«2, bi, ci usw. in eine Gerade eihi zu liegen, während die Punkt- 
gruppen ^2, W, h[, f[ und h[, sowie e[, d{, au gl und Ai, in denen A/ 
mit A2 und el mit ei zusammenfallen, je einen gebrochenen Linienzug, 
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das sogenannte „Biegungsvieleck'^, oder die „Biegangslinie'' der 
oberen bezw. unteren Gartang bilden. Die Gerade h^ e% ist die gemein- 
same Schlufslinie derselben, die Grundlinie, gegen welche die Durch- 
biegung in den einzelnen Knotenpunkten des TrSgers zu messen ist. 

Fig. 175. 



Ar 



\ 



> 



^ / 

(6) 

\ 



T-Z.B^_ji 



/ 



AI? /i% / \\ 

' I / M 

/ I / \ 




liOÖ^ax A4 




Vy^^ .'M/1 



In gleicher Weise kann man auch die wagerechte Verschiebung 
der einzelnen Knotenpunkte durch ein Biegungsvieleck darstellen. 

Würde die Verschiebung der Knoten h und e (Fig. 175a) in 
der Richtung des Stabes 1 gegen a gleich ausfallen, h^ und e^ also 
im Verschiebungsplane (Fig. llbb) in gleiche Höhe zu liegen kommen, 
so würde ^2 ^^^ ^2 ^^^ folglich auch alle Punkte o^, h^^ c^ usw. 
in einen Punkt zusammenfallen und die Schlufslinie der Biegungs- 
vielecke beider Gurtungen wagerecht liegen. 
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c) Die Biegungslinie als Seileck. 

Die FormändernDg eines sogenannten Stabzages, d. h. eines 
Stabgebildes, bei dem jeder Stab mit dem vorhergehenden und dem 
nachfolgenden gelenkartig verbmiden ist, wie beispielsweise bei den 
Gartungen eines Fachwerkträgers, kann man lediglich aus der Längen- 
änderung der Stäbe nnd den Änderungen der Winkel t9, welche die 
Mittellinien zweier aufeinander folgender Stäbe miteinander ein- 
schliefsen, bestimmen. In folgendem mögen die Knotenpunkte eines 
Stabzuges (Fig. 176) von einem Ende beginnend mit 0, 1, 2 ... n, 
die Stablängen mit «x, ^2 • • • ^n« ^^^ ^^^ ^^^^ benachbarten 
Stäben eingeschlossenen Winkel mit di, d.2 . . . 'dn und die die 
Formänderung des Stabzuges bedingenden Änderungen dieser Werte 
mit A 8^^ A S2 . . . A Snt bezw. Ad^, A'&2 -*- » Adn bezeichnet 
werden. Die Änderungen v^i, v^2 • • • V'n» welche die Bichtungen 
der einzelnen Stäbe erfahren, berechnen sich dann, ' wenn man sich 
einen der Stäbe, etwa den ersten, in seiner Richtung festgehalten 
denkt, zu ^j = 0, v^g = ^ ^1 » ^3 = ^2 + ^ ^2 — ^ ^1 + ^ ^2 
V„ — [l'-di?]"""*, wobei selbstverständlich die Vorzeichen der einzelnen 
/dd- Werte zu berücksichtigen sind. (Vergl. Fig. 176.) 

Fig. 176. 




Ist der Stabzug Gurtung eines Fachwerkträgers, so hängen die^ 
einzelnen Winkeländerungen Ad und also auch die summarischen 
Änderungen yf der Eichtungen der einzelnen Gurtstäbe nicht nur 
von den Längenänderungen dieser selbst, sondern auch von derjenigen 
der Wandglieder ab. In folgendem sollen diese Winkeländerungen 
unter der Voraussetzung eines einfachen Dreieckfachwerkes bestimmt 
werden. Wir führen sie zurück auf die Winkeländerungen in den 
einzelnen Dreiecken, aus denen das Fachwerk besteht. Das Dreieck 
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ABC (Fig. 177) gehöre einem solchen Fachwerk an, und seine 
Seiten a, b and c erfahren die Längenänderungen Aa, Ab und Ac, 
Ein Lot h von A auf die Gegen- 
seite a gefällt, teile diese in die 
Abschnitte x and y. Sind ferner 
a« and a, die entsprechenden 
Teile des Winkels a, so ist 



1) 



X 

sin a^ = — und 



2) 



sm a^ = — . 




€ * B 

Da die Längen- und Winkel- 

ändernngen sehr klein aasfallen, so kann man die Abhängigkeit beider 

voneinander mit hinreichender Genauigkeit durch Differentiation aus 

den Gl. 1 und 2 ableiten. Wir erhalten 

„. . b'A,v — a)-Ab ... . cAv — y-Ac 
3) cosa;p-Ja, = -j and 4) cosay-/Iay= ^^ 

und daraus 



5) 



Aa = Aaje-{-Aay = 



Ä ^^ A ^^ 

Aw — x—r- Ay — y 

+ 



b • COS a. 



C • COS tty 



oder auch, da &cosa^ = c-co3ay = A ist, 

6) Ja = £(^-4*-) + |-(^-^), 

h\x b I h \ y c J 



-- und 



Nun drücken die Quotienten in den Klammem die Dehnungen 

in den Dreiecksseiten aus. Bezeichnen wir die Spannungen in den- 

„ . . , . , Aoj Ay ö^ Ab 

selben mit 0«, (7^ und a^, so ist — = — ^ = -^^, -r- 

oc y ±, b 

— = ^» worin E die för alle Stäbe gleiche Elastizitätszahl be- 

c Ml 

zeichnet Beachten wir noch, dafs -r- = cotg;^ und y = cotg /?, so 

schreibt sich Gl. 6 

7) ... -B^a = (ö«— ö6) cotg;' + (ö„-öc) cotg )S. 

In gleicher Weise erhält man fQr die anderen Dreiecks winkel 
die Änderungen 

- ö,) cotg a + {(h— Oa) cotg y 
Oa) cotg /S + (a, — ö^ cotg a 
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Dabei ist zu bemerken, dafs die einzelnen Summanden rechtsseits 
der GL 7 je einmal positiv und einmal negativ vorkommen, so dafs 
die Summe der drei Winkeländerungen sich gleich Null herausstellt, 
ein Ergebnis, das erklärlich wird, wenn man bedenkt, dais die Summe 
der drei Winkel eines Dreiecks sich nicht ändert Sind also die 
Änderungen zweier Winkel bestimmt, so ergibt sich die Änderung 
des dritten aus der Gleichung Aa + Aß + Ay = 0. 

Kommen neben den elastischen Dehnungen noch Ausdehnungen 
der Stäbe durch Temperaturschwankungen vor, so kann man diese 
durch entsprechende Spannungszuschläge C't-E berücksichtigen, 
wo einer Temperaturabnahme eine Druck-, einer Zunahme eine 
Zugspannung entspricht. 

Handelt es sich um die Änderung des Winkels t?r an dem 
Knotenpunkte r eines Fachwerks (Fig. 178), in welchem die Dreiecke 
/ und // mit den Winkeln a^ und «2 zusammentreten, so ist 
^,. = «1 + ag und daher 
9) zJ ^,. = zJ «1 + ^ «2 • 

Fig. 178. 





{(Ti-a^)coigY^ 



(^2'(yi)cotgY^ 



(cx^-as^eo^rjS^ 



Sind nun a^, (Tq, a^, c^ und ö^ die Spannungen in den die 
Dreiecke I und // einschliersenden Stäben 1, 2, 3, 4 und 5, so ist 
nach Gl 7 

E'Aa^ =(02 — <Ji)cotg;^i + (02 — Ö3)cotg/?i und 

J?.zJ 02 = (Ö4 — ^3)COtg;^2 + (^4 — ^5) COtg ß2 

und daher 

E'Adr^{o^ - a,) cotg y^ + (a^ — a^) cotg Ä + (<^4 — ^3) cotg;^2 

+ K— ^5)cotg^2- 



10) 



{ 
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Mit Hülfe der Gl. 10 kann man die Änderungen aller Winkel d, 
welche die Gurtstäbe miteinander einschließen, durch Bechnung finden. 
Die Anzahl der Glieder der rechten Seite ist dabei stets doppelt 
so grois, als die Zahl der Dreiecke, welche je mit einem Winkel 
in dem betreffenden Knoten zusammentreten. 

Die einzelnen Summanden im Ausdrucke f&r A dr können, wenn 
die Spannungen bekannt sind, leicht wie folgt auch durch Zeichnung 
gefunden werden : Auf den vom Knoten r auf die gegenüberliegenden 
Seiten 2 und 4 der Dreiecke / und II gefällten Loten trägt man 
Yon r aus die Spannungsunterschiede, wie aus der Figur ersichtlich, 
nach einem geeigneten Maisstabe auf und zieht durch die Endpunkte 
der betreffenden Strecken Parallelen zu den Dreiecksseiten 2 und 4. 
Die Abschnitte dieser Parallelen, welche von den Höhen der Dreiecke 
und deren in r zusammentretenden Seiten begrenzt werden, drücken 
jene Summanden aus. Eine weitere vielfach vorteilhafte zeichnerische 
Ermittelung der Summanden ist in Fig. 178a angedeutet und aus 
derselben ohne weiteres ersichtlich. Die Vorzeichen der die Summanden 
ausdrückenden Abschnitte werden durch diejenigen der betreffenden 
Spannungsunterschiede und der Gotangenten der zugehörigen Winkel 
bestimmt und sind leicht zu beurteilen. 

Wir bedenken nun, dafs die Biegungslinie der Gurtung eines 
Fachwerkes oder irgend eines anderen Stabzuges wie jedes Vieleck als 
Seileck beliebiger endlicher, insbesondere auch paralleler Kräfte 
angesehen werden kann. Es handle sich um die Biegungslinie eines 
Stabzuges 01234. ..n... (Fig. 179a). Die Verschiebungen 
Jt/o, zl^/i, A7/2 . . . ^t/n« welche die Knoten des beliebig belasteten 
Stabgebildes in einer bestimmten Richtung erfahren, seien in dieser 
Sichtung von einer zunächst beliebig angenommenen Geraden ss 
aus aufgetragen und durch Verbindung der so erhaltenen Punkte 
die Biegungslinie fQr die Verschiebungen in jener Bichtung her- 
gestellt (Fig. 179 b). Es soll nun untersucht werden, für welche 
in der Verschiebungsrichtung wirkend gedachten, durch die Knick- 
punkte der Biegungslinie gehenden Parallelkräfte diese sich als 
Seileck ergibt. Die von dem beliebig angenommenen Pol O aus- 
gehenden Polstrahlen J, //, IJI usw. (Fig. 179 <?) müssen den 
entsprechenden Seiten des Biegungsvielecks parallel sein und liegen 
dadurch fest Legen wir jetzt durch den so erhaltenen Büschel 
der Polstrahlen eine zur Verschiebungsrichtung parallele Gerade, so 

Keck, £lutizittt«l«hn. H. 23 
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schneiden die Strahlen auf dieser Geraden w^, W2 nsw. ab, die, als 
Kräfte gedacht, in ihrem OrSäenTerhältnis zueinander die BiegODg»- 
linie als Seileck ergeben. Ziehen wir nnn durch irgend zwei 

Fig. 179. 





benachbarte Knickpunkte der Biegungslinie, etwa durch 1' und 2' 
zur Geraden sa Parallelen r2'i und 2 '31 je bis zur nächsten 
Kraftlinie und verlängeren die Seite II bis zum Schnitt 3a mit der 
Kraftlinie durch 3', so erhalten wir aus der Figur leicht 

und indem wir beide Gleichungen voneinander abziehen 

worin X^ , ^ usw. die Abstände der durch die Knoten des Stabzuges in 
der Yerschiebungsrichtung gezogenen Parallelen voneinander bezeichnen. 
Ist nun H die vorläufig beliebig angenommene Polweite, so ist 
ferner wegen des Parallelismus der Polstrahlen II und /// mit den 
Seilecksseiten II und /// 3i 3' = t^/j • ^^3 : B" und daher nach Gl. 10 



_ TTl^y^—^yi , ^3/2-^3/3 



W2=^H 



[ 



^ 



+ 



- , oder sllgemein 



11) 



_ \Ay^ — Ay^-i Ay„ — Ay„+i 



«'„ = fi[ 



+ 



'■»+1 



■]■ 



Sind jetzt ^o» ^i« 3/2 * • • ^n die Ordinaten der Knotenpunkte 
des Stabzuges in irgend einem rechtwinkligen Koordinatenkreuz ^XY, 
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dessen T- Achse in der V erschiebungsrichtung liegt, und ß^ ß'2 - > •ßn 
die Neigungswinkel der Stabachsen gegen die X-Achse, so ist 

12) y« — j/n- 1 = «n • sin ßn . 

Für die mit der Formänderang des Stabzages eintretenden 
kleinen Änderungen Ay^^ Ay^^i, Asn und Aßn erhält man mit 
hinreichender Genauigkeit durch Differenziation der QL 12 die Be- 
ziehung 

^ yn— At/^^l==A8n'3inßn + Sn' cos ßn'Aßn. 

Ferner ist nach der Figur 

^n = ^n' cos ßn^ uud daher auch 

4^!LZl4^!ii:l«if!!.tg/!n + ^Ä und ebenso 

-2 == tgp„-fi + JA»n+l. 

^n-{-l «n-fl 

Mit diesen Beziehungen zwischen den Änderungen der Ordinaten, 
Winkel und Stablängen und wenn man H= 1 , gleich der Einheit 
der te;- Werte setzt, nimmt Gl. 11 die Form an 

13) ^,^ = Aß^^Aßn^^ + ^tgß,^^-^^^tgßn-^,. 

*n *n + 1 

Da weiterhin 180^ — /ffn + Äi+i==i?n und demnach 
^ A ßn + A ßn^i = i^ d„ , ferner 

i£i = i| u„d ^^^ = ^, 80 Wird auch 

14) i:«^n = — ^1?nJ5;+a„.tgi8n — Ö« + l-tg/?n+l- 

Ändert in Gl. 14 einer der Winkel ßn oder ßn-{-i sein Vor- 
zeichen, oder tritt bei beiden eine solche Änderung ein, so kehren 
auch die zugehörigen Tangentenwerte ihr Vorzeichen um, und ebenso 
sind bei Berechnung der Hülfskräfte Wn die Vorzeichen der Stab- 
spannungen 0^ und On+i zu berücksichtigen. 

Es bleibt noch festzustellen, wie die zur Ermittelung der 
Biegungslinie als Seileck zu benutzenden Hfilfskräfte w^ nach Müller- 
Breslau „KZ-Gewichte^ genannt, bewertet werden sollen. In Gl. 13 hat 
Wn ersichtlich die Bedeutung einer reinen Verhältniszahl, die wir 
als Kraft ansehen können. Gleichung 14 dagegen drückt die 
Gleichheit zweier Spannungswerte aus. Setzen wir darin die Einheit 
der t^- Werte gleich E, so nimmt die Gleichung die Form an 

15) ^„ = {^L|Ä,_^i±i|A±i_jö„}i;. 

23* 
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Darin ist der Elammerwert rechtsseits eine reine Zahl und 
daher uf„ wie E eine Spannung, also wirklich eine ErafL Zeichnen 
wir ZQ den nach GL 15 ermittelten u/-6ewichten mit der Polweite 
H^l^E ein SeUeck, so erhalten wir damit die wirkliche 
Biegnngslinie des Stabzn^es, deren Ordinaten Ay \m Längenmais- 
stabe der Figur zu messen sein würden. Dabei würden diese indes 
meist so klein ausfallen, dafs der erreichte Genauigkeitsgrad den 
zu stellenden Anforderungen nicht genügen würde. Dieser Mangel 
läist sich indes leicht beheben, wenn man die Pol weite nicht 

H^l = Ef sondern m-fach kleiner wählt, also-Er=^^ setzt Die 

m 

Ay erscheinen dann in m-fach größerem Mafsstabe. 

Bei Aufeeichnung des Seilecks bleibt die Frage noch offen, 
wie die Schlulslinie ««, die Grundlinie für die Verschiebungs- 
ordinaten Ay festzulegen ist, da das Seileck zunächst nur in dem 
Linienzuge /, //, III... erscheint Wir bedenken nun, dals 
wenn die Verschiebungen Jy für irgend zwei Knoten bekannt sind, 
etwa f&r die beiden gestützten Knoten den Wert Null haben, 
damit auch die Schlulslinie des Seilecks festliegt 

Handelt es sich nur um die Ermittelung der Verschiebungen 
Ay der Knoten in einer Richtung, etwa um die Durchbiegung der 
Gurtung eines Fachwerkbalkens, so ist die Aufgabe mit der Zeichnung 
des Seilecks zu den tif-Gewichten in jener Richtung gelöst. Ist 
dag^en die Verschiebung der Knoten in der Ebene des Stabzuges 
ganz allgemein zu bestimmen, so würden noch f&r eine zweite 
etwa zur ersten senkrechte Richtung die Verschiebungen Ax vx 
ermitteln sein. Das könnte wiederum durch Zeichnung eines Seil- 
ecks zu den in der ^-Richtung nach GL 15 zu berechnenden 
tcf - Gewichten geschehen, wobei \%ß durch — cotg^ zu ersetzen 
sein würde. In solchem Falle kommt man indes meist schneller 
durch Zeichnung eines Verschiebungsplanes zum Ziele, dessen yorteil- 
hafte Zeichnung fQr diesen Zweck mit Hülfe der A-d^^ und As^-- 
Werte sogleich noch dargelegt werden soll. Von dieser Methode 
kann man zweckmäßig auch dann Gebrauch machen, wenn die 
Verschiebungen in einer Richtung ermittelt werden sollen, die mit 
der Richtung eines der Glieder des Stabzuges zusammenfällt, in 

welchem Falle nämlich mit dem Richtungswinkel des Stabes ß==-^ 

sich für jeden der beiden benachbarten Knoten ein unendlich 



^ 
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großes t«r-Oewicht ergeben und die Zeichnung der Biegongslinie 
als Seileck daher Schwierigkeiten begegnen würde. 

Wir wollen nun die Biegangslinie der unteren Gartang des 
Bogensehnentrftgers (Fig. 180 a) als Seileck ermitteln. 

Der symmetrische Träger sei so belastet and seine Stäbe 
haben solche Stärkenabmessungen, dafs in ihnen die in die linke 

Fig. 180. 




Hälfte der Figur in at eingetragenen Spannungen entste];^en. Die 
danach sich ergebenden Winkeländerungen A a , multipliziert mit JEJ, 
sind nach Gl. 7 in der in Fig. 178 a dargelegten Weise zeichnerisch 
ermittelt und in die rechte Hälfte der Fig. 180 a in at in die be- 
treffenden Winkel eingetragen. Da die untere Gurtang wagerecht 
ist und daher aUe Winkel ß (Fig. 179) gleich Null sind, so erhält 
man für die t«;- Gewichte einfach w?n = -B^^n und zwar werden 
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mit Bezug auf Fig. 180a und 61. 15 för die Knotenpunkte 2», c, 
d, e und / die lotrecht gedachten te;- Gewichte der Reihe nach 

Wft = tiy= —(— 1200— 120) «1320 *S 
«,, = «;, = — (100 — 520 — 55) = 475 ** und 
u'd= — (— 2.300 — 2-520) = 1640•^ 

Diese u;- Gewichte sind in Fig. 1806 zu einem Erafteck lotrecht unter- 
einander getragen und sodann ist mit der Pol weite JEr= — = — ^^^^^ 

= 2000»* das Seileck Fig. 180o gezeichnet Da die Stützpunkte 
a und g lotrechte Verschiebungen nicht erfahren, so geht die Schlufs- 
linie VII durch die Schnittpunkte a' und g' der Stützlote mit den 
Seilecksseiten / und VI, Die Verschiebungen äy erscheinen bei 
der gewählten Polweite im Verhältnis zu dem Längenmafsstabe der 
Figur in lOOOfacher Vergröfserung. 

Die Biegungslinie der oberen Qurtung wollen wir nun mit Hülfe 
eines Verschiebungsplanes aus den Richtungsänderungen xp^, y)^- -- 
und den Längenänderungen J 1 , J 2 usw. der Stäbe ableiten. Die 
anzuwendende Methode soll zunächst allgemein erläutert werden. 

Wir verfolgen die Bewegung eines beliebigen Stabes ab 
(Fig. 181) irgend eines Fach Werkes während dessen Formänderung. 



Fig. 181. 



Der Endpunkt a des Stabes bewege 
sich von a nach a^, und außerdem 
finde eine Richtungsänderung ip und 
eine Längenänderung A s des Stabes 
statt. Die Lage des Punktes b nach 
eingetretener Formänderung findet 
sich dann wie folgt: Man denkt 
sich den Stab zunächst parallel mit 
sich selbst in die Lage a^b' ver- 
schoben, fügt die Längenändernng 
A8 = b' b" hinzu und dreht den ver- 
längerten Stab im Punkte a^ um den Winkel v' in die Lage a^ b^ . Es 
ist dann der Kreisbogen b"bi==^xp{8 + äs). Bei der Kleinheit der 
in Frage kommenden Bewegungen kann man mit hinreichender Ge- 
nauigkeit den Kreisbogen durch ein Lot V'b^ gegen aib" ersetzen und 
das Produkt der beiden sehr kleinen Gröfsen y) und Ja gegen v^-^ 
vernachlässigen. Bezeichnet man die Länge des Lotes mit ^, so ist 

16) Q = ip'8. 
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Nachdem die GrOfien Js, \p and q ermittelt sind, kann die 
Lage des Ponktes hy ohne Zeichnmig der Fig. 181a in der aus 
Fig. 181 & ersichtlichen Weise bestimmt werden. Wir tragen, von 
irgend' einem Pole O ausgehend, den Weg des Punktes a nach 
fiichtung und Gröfse oai^=aai «n, fugen in a^ unter Beachtung 
des Bichtungssinns die Verlängerung zi« an und errichten in deren 
Endpunkte das Lot q. Die Verschiebung des Punktes h ist dann 
nach Richtung und Gröfse gleich dem Polstrahl O h^ . Der Richtungs- 
sinn der Strecke q hängt vom Vorzeichen der Richtungsänderung \p 
des Stabes ab und ist leicht zu erkennen und zu berücksichtigen. 
Nach dieser allgemeinen Darlegung entwickelt sich der Ver- 
schiebungsplan des Stabzuges der oberen Gurtung des Trägers 
(Fig. 180a) wie folgt: Die Änderungen der in den Knoten h\ c\ 
d\ e' und /' zusammentretenden Winkel sind in der Form Aa-E 
in Atmosphären in die rechte Hälfte der symmetrischen Fig. 180 a 
eingetragen, und zwar ist Jdfr, = z(ö/, = 795*S Adc, = At^^,=^l\0^^ 
und z(i?d,= 2-720=1440**. Um die wirklichen Winkeländerungen 
zu erhalten, sind diese Zahlen durch E zu teilen. Wir wollen uns 
nun den Stab 4' in seiner Richtung und in seinem Endpunkte d' 
festgehalten denken, so dafs seine Richtungsänderung v^4; = wird. 
Die übrigen Stäbe erleiden folgende Richtungsänderungen: 

xp^,^Ad„'.E-=nO:E, 

xp^,=^{y)^, + Adf,)\E=^{llO'\'l^b)\E=lbOb:E, 

y>^,=^Adar.E-=l4A0\E, 

y,,==y;3, + zJi5,,:je=(1440 + 710):^« 2150; jE und 

1^^, = (2150 + 795):^= 2945:^. 

Die Länge der Stäbe ist r = 6'=:5", 2' = 5' = 4,10», 

3'= 4' = 4". Die Längen As und die Strecken q sollen nun wie 

die Verschiebungen Ay (Fig. 180f) im Verhältnis zu dem Längenmafs- 

stabe (Fig. 180 a) in lOOOfacher Vergröfserung aufgetragen werden. 

Bei den in die linke Hälfte der Fig. 180 a eingetragenen 

Stabspannungen erhalten wir danach 

A., Äc.. 5*280-1000 ^ „ 

AV r= A^^ ^ = — 7" 

^ ** 2000000 ' • 

/«, A,.. 300-4.1 -1000 ^^ „ , 

^2' = ^5'= 2ÖÖÖÖÖÖ ^'«^^ ™^ 

,^, ,,, 4-320-1000 ^„.„ 



360 Vierter Abschnitt Elctstizität tmd Festigkeit ebener Fachwerke. 

Ferner wird nach GL 16 

5-2945' 100 0^ ^ 2150- 44 -1000 ^ . 

^^'"" 2000000 ^ ' ^^' 2000000 '* ' 

_ 1440»4>1 000_^,,„ ^^ _ 710>4,10-1000 . ^„ 
^^'"" 2000000 '^^'^ .e4'-0, 05'- 2000000 "'^'*^ ' 

_ 1505'5'1000 _^^ . 
^^'"" 2000000 *" • • 

Bei Anfzeichnong des Yerschiebnngsplanes (Fig. 180 d) ist 
Yon einem beliebigen Pol O ausgegangen, der mit cti zusammen- 
fällt, weil d' zunächst als festliegend angenommen wurde. Der 
Punkt e' bewegt sich wagerecht um J4' nach links; es ist 
d[ei=A4:\ In €[ wird J5'||5' angetragen und im Endpunkte ein 
Lot Yon der Länge q^ errichtet, wodurch // festliegt In gleicher 
Weise wird A& und Qq> hinzugefugt und gi erhalten. Ebenso er- 
hält man für den Teil des Stabzuges links von d' im Verschiebungs- 
plane die Punkte €[ , b'i und a[ . Der Stabzug ist noch so zu verschieben, 
dafs die Stützbedingungen erfüllt werden. Das feste Stützgelenk a 
verharrt an seiner Stelle; der Punkt a^ des wirklichen Ver- 
schiebungsplanes (Fig. 180 d) fällt mit a'i zusammen. ^2 1^%^ ^^^ 
recht unter 02, und da das Stützgelenk g nur wagerecht ver- 
schieblich ist, in der Wagerechten durch ff[ . Wir zeichnen nun 
zwischen die Punkte 02 und ^2 ^^^ ^^^ wirklichen Stabzuge ad'g 
ähnlichen Streckenzug ^2(^2 ^2 ^^^ erhalten in den Polstrahlen 
Oa2, O&2 usw. die Verschiebungen der einzelnen Knotenpunkte des 
Stabzuges. Aus dem wirklichen Verschiebungsplane entwickeln wir 
in der auf S. 349 dargelegten Weise die Biegungslinie a" d" g" 
(Fig. 180^) des Stabzuges ad'g. 

Die beiden Biegungslinien des Ober- und Untergurtes (Fig. 180c 
und Fig. 180^) hätte man auch einfach durch Berücksichtigung der 
Längenänderungen der Ständer auseinander entwickeln können, 
woraus sich eipe wirksame Kontrolle ergibt. Im Mittelständer 
sind z. B. die Spannung und Längenänderung gleich Null, d und 
d' bewegen sich lotrecht um dasselbe Mafs 9,4"™. Für den Ver- 
schiebungsplan (Fig. 180 d) ergibt sich noch daraus eine Kontrolle, 
dafs die Strecke g^g'^ die auch anderweit leicht zu berechnende 
gesamte Längenänderung des Stabzuges der unteren Gurtung darstellt. 
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d) Die Biegungslinie als EinfluiSsliiiie Ar elastische Versehiebmigeii. 

Die elastische Verschiebung,, welche irgend ein Panit n eines 
Fachwerks in einer bestimmten Richtung unter der Wirkung einer 
Gruppe P von Parallelkräften, etwa lotrechter Lasten, erfährt, kann 
unter umständen vorteilhaft mit Hülfe einer Einflufslinie ermittelt 
werden. Es soll hier die Einflurslinie für die Verschiebung des 
Knotens n des in Fig. 182 a dargestellten Fachwerkträgers in der 
Richtung rr für lotrechte Lasten entwickelt werden. Wir lassen 

Fig. 182. 

p4 44 ^4 




im Knoten n in der Richtung rr eine Kraft ^==1 angreifen, er- 
mitteln in bekannter Weise die dadurch entstehenden Stabkräfte 
S, die Stabspannungen und die Längenänderungen As der Stäbe 
und bestimmen nach einem der unter b erläuterten Verfahren die 
den /l 9 -Werten entsprechende Biegungslinie abc (Fig. 182b) des 
belasteten Gurtes fQr die Verschiebungen in der Richtung der 
Lasten. 

Nach dem Maxweirschen Satze ist dann die Verschiebung, 
welche eine in irgend einem Knoten m angreifende Kraft P= 1 im 
Knoten n in der Richtung rr erzeugt, ebenso grofs wie die lot- 
rechte Verschiebung rj^^ welche die in n in der Richtung rr 
wirkende Kraft K=l im Knoten m hervorbringt. Die Ver- 
schiebungsordinate fjm des Punktes m gemessen in der Richtung der 
Lasten ist daher zugleich Einflufsordinate für die Verschiebung d^ des 
Punktes n in der Richtung rr und die Gesamtverschiebung d^ 
erhält man in der Form 

Haben die angreifenden äufseren Kräfte P verschiedene Richtung, 
so läfst sich ihr Einflufs auf die Verschiebung dl nicht durch eine 
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Einfloftlinie daratelleiL Man erkennt aber leidit, da& der Einflab 
einer jeden Kraft yerhütnisgleich ist der Yeniehiebnng, wekhe ihr 
Angrilbpnnkt in ihrer Bichtong dorch die Kraft Eins in dem 
Ponkte n angreifend, erfthrt nnd die man als Einflnlssalil der 
Kraft in Bezng anf die gesuchte Yerschiebong bezeichnen kann. 

e) Anwendnng anf statisch inbfstiBBte Fachwerke. 

Ein statisch anbestimmtes Fachwerk entsteht, wenn im Gleich- 
gewicht der an und im Fachwerk tätigen änfseren nnd inneren 
Kräfte ein oder mehrere statische Zwecke doppelt erfallt werdm, 
d. h. wenn ein oder mehrere bereits nnTerschieblich festliegende 
Knotenpunkte des Fachwerks noch weiter festgehalten werden. 
Geschieht dies, indem in ein statisch bestimmtes Fachwerk Ton 
2n — 3 Stäben fiber diese Zahl hinaus noch weitere Stäbe hinein- 
geffigt, also gewisse Knoten des Fachwerks gegenseitig mehr als 
einfach festgehalten werden, so nennen wir das Fach werk „ inner - 
lieh'', d.h. in sieb, statisch unbestimmt, oder kinematisch 
fiberbestimmt Erfährt dagegen ein in sich statisch bestimmtes 
und in statisch bestimmter Weise gestütztes Fachwerk in einem 
oder mehreren Knoten weitere Stützung, so ist das Fachwerk 
äufserlich statisch unbestimmt Naturgemäfs kann ein Fachwo-k 
auch gleichzeitig „innerlich^ und „äufserlich^ statisch un- 
bestimmt sein. Andererseits kann, wie man leicht erkennt, ein 
statisch nicht steifes in sich verschiebliches Fachwerk mit weniger 
als 2n — 3 Stäben durch entsprechende Vermehrung der äufseren 
Stützen oder Stfltzwiderstände in ein unverschiebliches, steifes Fach- 
werk verwandelt werden. Beispielsweise würde der Fachwerkbalken 
(Fig. 183) beim Fehlen des Stabes 4 6 in sich nicht steif, und 
wenn er in den Knoten O und 1 2 lediglich durch ein festes und 

Fig. 183. 

/ 3 5 7 9 11 




ein bewegliches Stützgelenk gestützt würde, gegen einen äufseren 
Kräfteangriff nicht unverschieblicb, nicht standsicher sein. Durch 
weitere Stützung etwa vermittelst eines verschieblichen Stützgelenkes 
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im Knoten 6 oder dnrdi narmeliieblidie Anordnung beider Stfiti- 
gelenke in O und 12 würde die Stuidsidierhoit erreicbt werden. 
Fehlte neben dem Stab 46 etwa aach der Stab 5 7, so wfirde 
durch die weitere Anbringung eines yerschieblichen Stützgelenkes 
in 6 allein die Standsicherheit nicht herbeigeführt, wohl aber 
würde dieser Zweck durch gleichzeitige Umwandlung des yer- 
schieblichen Stützgelenkes in O in ein festes, d. h. durch Hinzufügung 
zweier Stützwerte oder Stützwiderstände erreicht werden. Bei 
derartigen Umgestaltungen des statischen Zustandes von Fachwerken 
ist indes insofern Vorsicht geboten, als nicht in allen Fällen jeder 
Stab eines Fachwerkes durch Hinzufügung eines Stützwiderstandes 
statisch vollwertig ersetzt werden kann. Bei Fortnahme des Stabes 
5 7 (Fig. 183 a) und Umwandlung des beweglichen Stützgelenkes 
O in ein festes würde beispielsweise, wie man sich leicht überzeugt, 
der Zustand des nur in O und 12 gestützten Balkens gleichzeitig 
kinematisch und statisch unbestimmt werden. 

Endlich kann ein innerlich statisch bestimmtes, äufserlich aber 
ein- oder mehrfach statisch unbestimmtes Fachwerk durch Beseitigung 
eines oder mehr Stäbe stets auch in ein statisch bestimmtes Bau- 
werk übergeführt werden. Beispielsweise würde der in sich 
statisch bestimmte, äafserlich aber statisch unbestimmte 
Fachwerkbalken (Fig. 184 a) durch Beseitigung des Stabes 5 7 in 
einen statisch bestimmten Zustand übergehen, ohne dafs seine 
statische Steifheit aufgehoben würde. Derselbe Zweck würde durch 
Beseitigung des Stabes 4 6 erreicht werden. 

Jedoch ist auch hierbei wieder Vorsicht geboten und nicht 
durch Beseitigung eines beliebigen Stabes wird der Zweck immer 
erreicht. Bei parallelen Gurtungen, wie sie der Träger (Fig. 184) 
aufweist, würde z. B. durch Beseitigung eines Wandgliedes, etwa 
des Stabes 4 5 ein Stabgebilde entstehen, das weder statisch steif 
noch statisch bestimmt wäre. 

Von dem Verfahren, ein äufserlich ein- oder mehrfach 
statisch unbestimmtes Fachwerk durch Ausschaltung eines oder mehr 
Stäbe für die Berechnung statisch bestimmt zu machen, wird unter 
Umständen mit Vorteil Gebrauch gemacht bei der Bestimmung 
der Stabkräfte in statisch unbestimmten Fachwerken. 
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Einfach statisch anbastimmtes FachwerL 

Die Frage der Berechnmig statisch unbestiiiiiiita' Fidwerke j 

ist im wesentUcheo dne Fn^e der Formändenuig: Ist das FaA- 
werk nur änfserlich eiofadi statisdi oobestimmt» so ist der ■idut- 
liegende Weg za seiner Berechnung der, da& man eine Stfltie, 
besw. «nen Stfltzwiderstand als beseitigt annimmt mid dadnrdi 
den Zustand des Bauwerkes statisch bestimmt macht Unter der 
Wirkung der Belastung wird der Stfitzpunkt, der hier allgemein 
mit n bezeichnet werden möge, dann in entgegengesetzter Bichtung 
des beseitigten Stfttzwiderstandes eine elastische Yeischiebung d«^ 
erfahren. Ist die Stützung des Bauwerkes in n und in der Bichtung 
des beseitigten Widerstandes eine starre, so hat dieser die Ver^ 
Schiebung ö^p aufzuheben oder zu Terhindem, wodurch seine GrO&e 
bestimmt ist. 

Bezeichnen wir das Mais, um welches der statisch unbestimmte 
Stfltzwiderstand X, als aktive Kraft gedacht, den Stützpunkt n zu 
verschieben vermag mit d„^, so muis nach vorstehendem die 
Oleichung bestehen 

Bleiben die entstehenden Spannungen innerhalb der Pro- 
portionalitätsgrenze, so ist d„^ verhältnisgleich der Kraft X und 
önx^^'^nn^ woun d„„ die elastische Verschiebung ist, die eine 
Kraft JT« 1 in ihrer Richtung dem Punkte n mitzuteilen vermag. 
Ersetzt man in Gl. 1 d„^ durch Xö^n, und löst far X auf, 
so folgt 

2) X^Ö^p\Önn* 

Ist die Stützung in n nicht starr, sondern um ein dem Stützwider- 
stande X verhältnisgleiches Mafs A^a-X verschieblich, worin a 
eine von der Natur der Stütze abhängige konstante Zahl ist, so 
lautet Gl. 1 
la) önp—ö^^^A und Gl. 2 

2 a) X=d„^:(dn„ + a). 

Um den statisch unbestimmten Stützwiderstand nach Gl. 2 
oder 2 a berechnen zu können, hat man zunächst die nach seiner 
vorläufig angenommenen Beseitigung in dem dann statisch be- 
stimmten Fachwerk durch die Belastung entstehenden Stabkräfte 
So und ebenso die durch die Kraft X=^l hervorgerufenen Stab- 
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kräfte S' getrennt zu bestimmen und danach die entsprechenden 
Verschiebungen d„^ und d^n entweder mit Hfilfe der Gl. 8 S. 341 
oder je durch einen Verschiebungsplan zu ermitteln, wobei die 
Stabquerschnitte gegeben sein, oder yorlftufig angenommen werden 
müssen. Ist Jl bekannt, so erhält man die im statisch unbestimmten 
Fachwerk unter der Wirkung der Belastung wirklich herrschenden 
Stabkräfte zu 
3) S'^ So — '^' S' , 

Handelt es sich um parallele Lasten, so kann d„^ auch vorteil- 
haft vermittelst der unter d erläuterten Einflufslinie fQr elastische 
Verschiebungen in der Form önj^^Jürj^P bestimmt werden, wobei 
die Einflufslinie als Biegungslinie der belasteten Ourtung, erzeugt 
durch die Kraft ^= — 1, erhalten wird, denn der Punkt n wird 
durch die Belastung im entgegengesetzten Sinne des Stützwider- 
standes X bewegt Da nach GL 2 der Stützwiderstand X verhältnis- 
gleich ist der Verschiebung d^^, so ist die Einflufslinie für diese 
gleichzeitig auch Einflufslinie für JT mit dem konstanten Multi- 
plikator l:d„n. 

Es ist 

Wirken nicht parallele, sondern äufsere Kräfte ver- 
schiedener Richtung auf das Fachwerk ein, so läfst sich der 
Einflufs aller auf den statisch unbestimmten Stützwiderstand JT 
nicht durch eine Einflufslinie darstellen. Die Gl. 3 behält 
aber dennoch ihre Gültigkeit, und zwar in dem Sinne, dafs unter 
7] jetzt die ihrer Richtung nach verschiedenen Verschiebungen ver- 
standen werden, welche die Angrifbpunkte der einzelnen Kräfte 
jeder in der Richtungslinie der ihn angreifenden Kraft erfahren 
würden, wenn das spannungslos festgehaltene, aber im Stützpunkte 
n frei bewegliche Fach werk in n von einer Kraft Jr= — 1 er- 
griffen würde. 

Die Dichtigkeit der 61. 4 auch für diesen allgemeinen Fall erweist sich 
wie folgt: Wir denken ans das in hezeichneter Weise festgehaltene Fachwerk 
zunächst nnr von einer einzigen Kraft Pa= 1 an irgend einem Knoten a er- 
griffen. Diese würde dem Stützpunkt n in entgegengesetzter Bichtung des 
dort tätigen Stütz Widerstandes X eine elastische Verschiehung dna erteilen. 
Starrheit der Stütze vorausgesetzt, mnfs X diese Yerschiehnng in seiner 
Kichtnng wieder aufheben, also die Bedingung erfüllen dna=X'dnn, wenn 
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f)nn die oben bezeichDete Bedeatnng hat. Die Kraft Pa=l erzeugt also ein 
X=Sna:^n' Nach Maxwell ist aber dna = ^an==ri, gleich der Verscbiebang, 
welche die Kraft X= — I dem Punkte a in der Richtung der ihn angreifenden 
Kraft erteilen würde. Den durch die Kraft Pa= 1 erzeugten Stütz widerstand 
erhält man also auch zu X=T):dnn und den durch die Lastengruppe P 
hervorgerufenen zu X=SP'r):dnn- 

Der Yerschiebungsweg 13 des Angriffspunktes einer Kraft in ihrer 
Eichtung hervorgerufen durch X= — 1 ist also Einflafszahl der Kraft m 
Bezug auf X. Bewegt sich der Angriffspunkt einer Kraft P infolge der 
Formänderung des Fachwerkes durch die Kraft X = — 1 so, dafs die Projektion 
7^ seines wirklichen Weges auf die Richtungslinie der in ihm tätigen Kraft 
mit dieser gleichen Pfeilsinn hat, so ist yj für diese Kraft positiv, im entgegen- 
gesetzten Falle negativ. Ist die wirkliche Bewegungsrichtung des Kraft- 
angriffspunktes senkrecht zur Kraftrichtung, oder ruht der Angriffspunkt einer 
Kraft bei der Formänderung infolge X=:^— 1, so ist r^ für diese Kraft 
gleich Null. 

Ist die Pfeilrichtung des statisch unbestimmten Stützwiderstandes X 
von vornherein nicht ersichtlich, so nimmt man sie beliebig an. War die 
Annahme verkehrt, so erhält man X negativ, weil mit einer Umkehrung des 
Pfeilsinnes von X auch ein Wechsel der Vorzeichen aller Verschiebungen 17 
verbunden ist. 

Das hier in seinem allgemeinen Verlaufe dargelegte Bechnnngs- 
verfahren soll nun an einem einfachen Beispiele näher erläutert 
werden. 

Der in Fig. 184 a dargestellte, in sich statisch bestimmte Fach- 
werkbalken trage nur lotrechte, in seiner unteren Ourtung an- 
greifende Lasten und ruhe auf drei Stützen ACB, von denen eine, 
etwa O, fest, die beiden anderen beweglich seien. Sein Zustand 
ist also äufserlich einfach statisch unbestimmt. Wir wollen den 
Stützdruck JT der Mittelstütze als statisch unbestimmte Gröfse an- 
sehen und diese zunächst bestimmen. Nach Beseitigung der Stütze 
C wird der jetzt bei A und B allein gestützte Träger statisch be- 
stimmt. Seine Stäbe haben nun im Gleichgewicht mit der Lasten- 
gruppe P Stabkräfte So zu leisten, die, wie die gleichzeitig eintretende 
Formänderung des Fachwerkes, in bekannter Weise zu ermitteln 
sind. Sind dabei die Stabquerschnitte nicht Yon vornherein bekannt, 
so pflegt man sie zunächst schätzungsweise anzunehmen und hat 
dann event. je nach dem Ergebnis die Untersuchung zu wiederholen. 

Die unter der Wirkung der Lastengruppe P eintretende 
Biegungslinie des belasteten Untergurtes sei acb (Fig. 1846) nnd 
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die damit festliegende Senkung von C gleich d«^. Eine in C an- 
greifende aaf«¥ärt8 gerichtete Kraft X^l erzeuge Stabkräfte S' 
und eine gleichgeriditete Verschiebung d««. Nach Gl. 1 ist dann 
bei starrer Stütze G 
5) X=d,p:d... 

Die durch den Stfitzdruck X fQr sich allein erzeugten Stab- 
krftfte erhält man in der Form iS'-JT; sie sind den durch die 




Belastung erzeugten Kräften So entgegengesetzt und die wirklich 
im statisch unbestimmten Balken herrschenden Stabkräfte iS er- 
geben sich zu 
6) S= So — JT« Ä' . 

Ermittelt man die unter der Wirkung der Lastengruppe P nach 
Beseitigung des Stützwiderstandes X entstehende Senkung 0^^ des 
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Punktes C, indem man in C eine abwärts gekehrte Kraft X=^ — 1 
anbringt (vergl. unter d S. 361) und ist a^cybi (Fig. 184c) die 
dadurch entstehende Biegungslinie des belasteten Untergurtes, so 
erhält man 5^^= Pi^i + ^2% + • • • = ^P'V und 

7) ^=2'P.i?:d,,. 

Die Linie a^ c^ bi ist also Einflufslinie des statisdi unbestimmten 
Stiitzwiderstandes X mit dem Multiplikator l:d««. Die Yerschie- 
bungsgrOlse dce kann ihrem Absolutwerte nach gleich&Us der 
Fig. 184 c entnommen werden, so dafs also nur die Zeichnung 
der der Kraft J^= — 1 entsprechenden Biegungslinie des Last« 
gurtes fttr die Lösung der statisch unbestimmten Aufgabe erforder- 
lich wird. 

Wählt man statt des Stfitzwiderstandes JC der Mittelstütze den 
JC' einer der Endstützen etwa A^ so erhält man die Einfluislinie 
für JT' in der Biegungslinie der belasteten Gurtung, welche eine 
in A angreifende Kraft X' = — 1 (abwärts gerichtet) erzeugt 
(Vergl. Fig. 184 d). Die Einflufsordinaten sind jetzt teils positiv 
(links von C), teils negativ (rechts von (7), was auch in freier' 
Anschauung erkenntlich ist. Wir erhalten 

Es soll hier an diesem einfachen Beispiele noch der Bechnungs- 
gang erläutert werden, den man zu befolgen hat, wenn man den 
äufserlich statisch unbestimmten Balken durch Beseitigung eines 
Stabes, etwa des Stabes 57 in ein statisch bestimmte Bauwerk 
umwandelt, die Stabkraft JT" des Stabes also als statisch unbe- 
stimmte Gröfse einführt. Die zunächst als positiv angenommene 
Stabkraft X" in den Punkten 5 und 7 je als äufsere Kraft an- 
gebracht, steht dann mit den übrigen äufseren Kräften, den lotrecht 
angenommenen Lasten und Stützdrücken, im Gleichgewichi Dabei 
rufen sowohl die Gruppe der Lasten P als die Kräfte JC" je eine 
elastische Abstandsänderung des Punktpaares 57 hervor und zwar 
beide naturgemäfs in entgegengesetztem Sinne. Der Unterschied 
beider mufs gleich sein der elastischen Längenänderung As Aea 
Stabes 57. Bezeichnen wir die im vorliegenden Falle positive 
Abstandsänderung des Punktpaares 57, hervorgerufen durch die 
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LasteBgrappe P mit ösT.p and die darch die Kräfte JT" erzeugte 
negative mit dsy.x«, so gelangen wir za der Gleichung 

9) ... Ö57.P — ^hi'X" ^^s. 

Wäre der Stab 57 starr, so träte an Stelle von As in Ol. 9 der 
Wert Null. Eine etwaige Temperaturänderung der Stäbe würde 
sich in den beiden Gliedern linksseits der 61. 9 aufheben, in As 
aber, wenn dieser Stab allein davon betroffen würde, zu berück- 
sichtigen sein. Wir wollen hier konstante Temperatur voraussetzen 

• 

und die Gröfsen ösTOk:" und As auf JC" zurückführen. Ist nämlich 
^(57) (57) die Abstandsänderung des Punktpaares 57, welche Kräfte 
X" = 1 erzeugen würden, so bringen die Kräfte ^" eine solche 

JT'^ 0(57) (67) hervor. Aufserdem ist zl* = ^ — —^ also nach Gl. 9, 

wenn man sie für JC" löst, 

10) ^"==d,,.^:(d(57)(57) + ;^,). 

Zur Berechnung von JC" nach Gl. 10 sind zunächst wieder die Stab- 
kräfte 5q, welche nach Beseitigung des Stabes 57 durch die 
Lastengruppe P und diejenigen S\ welche durch die Kräfte Jl"= 1 
hervorgerufen werden, zu ermitteln und danach die Verschiebungen 
de7.p und 0(67)^67) zu bestimmen. 

Die Stabspannkräfte der übrigen Stäbe erhält man dann wieder 
in der Form 

11) S-=^So—2^"'S\ 

Die positive Abstandsänderung 657, p des Punktpaares 57 und damit 
auch die statisch unbestimmte Stabkraft JT" kann man wieder mit 
Hülfe einer Einflnfslinie bestimmen, die als Biegungslinie der be- 
lasteten Gurtung entsteht, wenn man in den Punkten 5 und 7 je 
eine Kraft X" = — 1 anbringt und für den entstehenden Spannungs- 
zustand die Biegungslinie aze^c^d^b^ (Fig. 184^) des Untergurtes 
zeichnet. 

Die statisch unbestimmte Stabkraft X" erhält man daraus zu 

12) ^" = IP^ ^" : (d(,7) (57) + -^) . 

Ermittelt man die Biegungslinie mittels eines Yerschiebungs- 
planes, so kann man demselben auch gleich den Wert der Gröfse 

Keck, Elutiziatslehre. II. 24 
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d(67)(57) entnehmeD. OeDaoer aber fUlt das Ergebnis ans, wenn die 
Biegmigsliiiie mit Hülfe der berecbneteo fi;-6ewidite gesdchnet 
and auch die Verschiebung d(67)(67) durch Bechnnng ermittelt wird. 



In gleicher Weise wtkrde der etwa anf zwei Endstfltzen in 
bestimmter Weise gelagerte Balken zu berechnen sein, wenn er etwa 
dorch Hinznfikgang noch eines Stabes 58 oder 49 nsw. innerlich 
einfach statisch anbestimmt gemacht würda Es wtkrde dann die 
Stabkrafk irgend eines Stabes, ohne den das Fachwerk aber wieder 
*8teif ond statisch bestimmt sein mülste, als statisch anbestimmte 
Gröfse za behandeln and bei deren Ermittelang wie oben dargelegt 
zu verfahren sein. Ffir den Bichtungssinn der statisch unbestimmten 
Stabkraft X findet das auf S. 366 fiber den Bichtungssinn statisch 
unbestimmter Stützwiderstände Gesagte sinngemäise Anwendung. 

Es möge hier nun noch kurz die Berechnung des einfach statisch 
unbestimmten Bogenfachwerkträgers (Fig. 185 a) mit zwei festen 



Fig. 185 a. 




Eämpfergelenken angedeutet werden. 
Die unter der Voraussetzung nur lot- 
rechter Belastung in beiden Eämpfer- 
pnnkten gleichen wagerechten Seiten- 
kräfte X der Eämpf erdrücke, der 
Horizontalscbub, soll als statisch unbestimmte Grölse gelten. Wir 
erkennen sie nach innen gerichtet und bringen in den Kämpferpunkten 
Kräfte JT« — 1, nach au&en ge- 
richtet, an. Sind dann 8' die dabei 
entstehenden Stabkräfte (Fig. 1856) 
und 8q die durch die Lastengruppe 
P hervorgerufenen (Fig. 185 c), so 
ist nach Gl. 8 S. 341 die positive Abstandsänderung öp der Kämpfer- 
punkte lediglich unter der Wirkung der lotrechten Belastung mit 

X= dp = 2' ^ und die negative 



Fig. 185 h. 




Fig. 185 c. 



des unbelasteten Trägers lediglich 
durch die Kräfte X erzeugt öx=X' öx^i 



^Xl 



.S'^'8 



Sind die Kämpferpunkte 




JSF' 

starr, so mflssen die positive Abstands- 
änderung der Kämpferpunkte durch die Belastung und die negative 
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infolge des wirklichen Horizontalschnbes X sich aufheben nnd es 
mofs die Gleichnng bestehen 

-^-^^^ — ^- -2.^-^=0, deren Lösung ergibt 

13^ SyS'^s S'^^s 

^^^ ^""^ EF • EF ' 

Ist der Träger bei einer bestimmten mittleren Temperatur 
spannungslos eingebaut, so würden beim Fehlen des Horizontalwider- 
standes Jl der Kämpfer, diese infolge einer etwaigen Temperatur- 
erhöhung t noch eine positive Abstandsänderung l-e-t erfahren und 
der Horizontalschub JT hätte die Bedingung zu erf&Uen 

I^^^j^+e^ht-X'2^^0, woraus folgt 

'^^ ^-[^-^EF^'^"''r'^-EF' 

Würden die Eämpferpunkte noch durch einen Stab verbunden, 
der Träger aber sonst statisch bestimmt gelagert, also nun inner- 
lich statisch unbestimmt sein, so würde der positiven Stabkraft J[ 

l-X 
eine positive elastische Abstands&nderung idZ= entsprechen 

und X müfste nun die Gleichung erfüllen 

.6) ^_(i.^ + ..,.,),(2^5_' + _g^). 

Darin bezeichnet F^ den Querschnitt des Verbindungsstabes der 
Eämpferpunkte. 

Die wirklichen Stabkräfte S sind in allen drei Fällen 

16) S^So — S'-X. 

Eine Einflufslinie des Horizontalschubes X erhält man wieder in der 
dem Spannungszustande X= — 1 entsprechenden Biegungslinie des 

belasteten Obergurtes mit dem Multiplikator l:dx=.i = l:-i-^r^- 

Mehrfach statisch unbestimmtes Fachwerk. 

Die allgemeine Methode zur Behandlung statisch unbestimmter 
Fachwerke soll hier unter der Voraussetzung äufserlich statischer 

24* 
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Unbestimmtheit erläutert werdeiL JT^, ^bj ^ usw. seien die 
in den Knoten A^ B^ C nsw. angreifenden Stützwiderstftnde, durch 
deren Beseitigang das Fachwerk statisch bestimmt werden würde. 
Das Fachwerk werde durch eine beliebige Oruppe P Ton äuiseren 
Kräften belastet. Der Stützpunkt A des statisch bestimmt und 
spannungslos gedachten Fachwerks er&hre in entgegengesetzter 
Richtung des dort angreifenden Stfltzwiderstandes X^ unter der 
Wirkung der Lastengruppe P allein die elastische Verschiebung ö^ py 
lediglich durch die Kraft Jf« » 1 in der Richtung Ton Xa eine Ver- 
schiebung öaaj durch die Kraft ^=1 eine solche d«^, durch 
Xe=l d^c USW. Ebenso werde der Stützpunkt £ in entgegengesetzter 
Richtung des dort angreifenden Stützwiderstandes X^ durch die 
Lastengruppe P um d^p« durch die Kraft Xb = l um d^»« durch 
die Kraft Xa=l um ^^a usw. elastisch verschoben. Ähnliche 
Bezeichnungen gelten für die elastischen Verschiebungen der anderen 
Stützpunkte. 

Die im ganzen bei der tatsächlichen Unterstützung und Be- 
lastung wirklich eintretenden Verschiebungen der Stützpunkte in 
der Richtung der an ihnen tätigen Stützwiderstände seien durch die 
Natur der Stützen oder sonstigen umstände, Temperatur usw., 
irgendwie bestimmt und betragen für die einzelnen Stützpunkte 
da, dbf de usw. Dann gelten für diese Verschiebungen folgende 
Oleichungen 

I^a = ^aP — \a' Xa — f>ab' Xb — f>ae' Xe — ... 
f>b'='dbP—dba'Xa— 6bb'Xb—df,c'Xe— . . . 
6e = dcF — 6c a * X^ — Ö^^'-X^ — b^c ' Xe — . . . 

Da sich fQr die Verschiebung des Angriffspunktes eines jeden 
statisch unbestimmten Stützwiderstandes eine Gleichung ergibt, so 
ist die Zahl der Unbekannten ebenso grofs als die der Gleichungen 
und die Lösung kann in bekannter Weise erfolgen. Bei Ermittelung 
der Verschiebungsgröfsen kann man von dem Maxweirschen Satze 
vorteilhaften Gebrauch machen und ö^b durch d^«» f>ae durch d^« 
usw. ersetzen. 

Ist die Stützung in einzelnen oder in allen Punkten eine starre 
und werden Temperaturänderungen ausgeschlossen, so tritt an Stelle 
der betreffenden Verschiebungsgröfse d^, ob usw. der Wert Null. 
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Es seien nun So^ ^a« Si nsw. die ia dem statisch bestimmten 
Fach werk anter der Wirkung der Lastengruppe, der Kraft J^ « 1 » 
JTb = 1 usw. entstehenden Spannkräfte. Dann ist nach Gl. 8 S. 341 

18)^ 0«« = 2--^^—, dftft«2— ^— , öc, = 2 ^^ usw. 

""^^ ^EY~' ^ac = 2 ^^ , ^'^ ~EF~ 

Sind die angreifenden äufseren Kräfte einander parallel« etwa 
lotrechte Lasten, so kann man die Yerschiebungsgröfsen öaP^ 
öf,p usw. mit Hülfe von Einflufslinien ermitteln, die als Biegungs- 
linien des belasteten Gurtes entstehen, wenn man in den Knoten 
A, B^ C usw. nacheinander die Kräfte JT« = — 1 , JT* = — 1 , 
JTc« — 1 usw. angreifen läßt Man erhält dann dap^iTP-i/a» 
öi,p = i:p-Tji,, öeP=^lP'rjc usw., worin die Verschiebungsgruppen 
?ai ^6 9 ^e asw. die Ordinaten der Biegungslinien in den Bichtungs- 
linien der Lastengruppe P gemessen, bezeichnen. 

Sind die statisch unbestimmten Stützwiderstände Xa^ X», 
Xc usw. bestimmt, so erhalten wir die in dem statisch unbestimmten 
Fachwerk unter der Wirkung der Lastengrappe P wirklich ein- 
tretenden Stabkräfte zu 

19) S=^ So — Sa' Xa — Si • Xb — . . . 

Das hier in seinem allgemeinen Verlaufe dargelegte Kechnungs- 
verfabren soll wieder an einem einfachen Beispiel näher erläutert 
werden. 

Der in sich statisch bestimmte Fachwerksbalken (Fig. 186 a) 
sei in seinem Untergurt lotrecht belastet und in den Knoten J., 
C und B je durch ein bewegliches, im Knoten G" durch ein festes 
Stützgelenk gestützt. Sein Zustand ist also zweifach statisch un- 
bestimmt. Wir denken uns zwei der Stützwiderstände etwa JS^ 
in 0' und X" in C" beseitigt und erhalten dann das in A und B 
statisch bestimmt gestützte System. Die in diesem unter der Lasten- 
gruppe P eintretenden elastischen Senkungen der Knoten C und C" 
werden in bekannter Weise ermittelt und seien gleich d^'^, und 3^"^ 
gefunden. Ebenso die unter der Wirkung der Kraft X^"^ -—1 
eintretenden Senkungen d^^ und ^«."c' der Punkte C* und O" 
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(Fig. 186cX sowie die diirdi die Kraft .Z> = — 1 in C und C 
heTT or ge rufe nen SenkmigeD 3^^» und ^«^v (Fig- 186 fr). Wir seben 
mm starre Stfitcen ood gleichbleibeiide Temperatar, bow. alle Glieder 
gleichnd&ig unfineDde TemperatorSodemiigeD Torans und erinlteo 

Fig. 186. 




die wirklichen lotrechten Verschiebongen 3^=^0 and ^^'«=0. 

Damit wird nach Ol. 17 

2Q\ I ^ — ^^ D — ^c'e' 'X^ — 3^t>t • Xtf> und 



O = 3^^ — 8^fff 'Xe — «Je* v • -^' • 



Die Lösung der Gleichungen für X^ und X^'* ergibt, wenn man 
nach dem Satze von der (Gegenseitigkeit der Verschiebungen (Maxwell) 
dee* mit ie»^ und umgekehrt vertauscht 



21) 



ÄV = 



-X" = 



-^c.- 


3e'p' 




3ec"- 

3c"p - 


3e'c" • 


3c"c' 
3c"e" 

3c'e" 


^c"c" — 


• 3c"c' ' 


3r'e" 


» » 



und 



Sollen die Senkungen d^^ und 4'> mit Hülfe von Einflu&linien 
ermittelt werden, so erhalten wir erstere in der der Kraft -X^' « — 1 
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in C entsprechenden Biegangslinie aie\cibi (Fig. 186c) und letztere in 
der der Kraft JT^f == — 1 inC" entsprechenden Biegangslinie ac'c"b 
(Fig. 1862»). Ist ripef eine Ordinate der ersteren in der Bichtungs- 
linie irgend einer Last P, tjp^» eine solche der letzteren in derselben 
Lastlinie, so liefert die Last P einen Beitrag P-Tjp^ zvl 3^/^^ und 
einen solchen P'fjp^t zu 3c" j, und im ganzen erhalten wir 

3e'p^ HP'Tjpc', *c"p = iP'fjpc". 

um eine Einflufsfläche für jede der statisch mibestimmten Gröfsen 
J.^ und J^' za erhalten, ersetzen wir die Lastengrappe P darch 
eine wandernde Einzellast P and erhalten 

3c,p^P'Tjpc^ and 3^»^^ P-ripc*». 
Der Beitrag der Einzellast P in beliebiger Lage zu X^» ist somit 

3e*» e" 

22) .Y.. = ^.P. 



3^»j — 



Vc' — o^-"' 



3c"e' 



'c ' e 



Setzen wir die mit der Lage der Einzellast P veränderliche 
Differenz ^«c' — qpc"*T-^ = ^ und die von ihr anabhängige kon- 

Oc"c" 

stante ^«v — 3c'e" • -^ — = ä; , so wird 



c'V 



23) jr^ = p.|-. 

Li Fig. 186 d erscheint tj als Differenz der Ordinaten r}pc^ der 
Biegangslinie aicicibi des Untergurtes, hervorgerufen durch die 
Kraft JTef = — 1 und der im Verhältnis 3^^ e : ^c" c'' reduzierten 
Ordinaten i]p c» der der Kraft X^* = — 1 entsprechenden Biegungs- 
linie ac*c"h^ dargestellt durch die Linie aic^ciehi. Die Fläche 
aicicihiec^ai ist also Einflufsfläche ftlr X^' mit dem Multiplikator 
l:Är. Buht die wandernde Last P über der Stütze C", so ist 

Vpe''=3e"c' und Vpc"3=e"c"^ ^Iso ^ = ^c"c' — 4"<;"-ir — = 0. Li 

Fig. 186d ist femer ciC2 = cci — c(?2 = <?c'c' — ^^cV^s^ — = k. 

Werden, wie es sich der gröfseren Oenauigkeit wegen empfiehlt, die 
Biegungslinien als Seilecke zu den den Belastungs- und Spannungs- 
zuständen Xc> = — 1 und Xc»' = — 1 entsprechenden i(;-Gewichten 
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ermittelt (yergl. S. 350 u. f.), so findet man die Linie aic%ciehi als 
Seileck darch die drei bekannten Punkte ai, cl und hi. Bei der 
Anwendung des entwickelten Verfahrens bedarf es also der be- 
sonderen Zeichnung der Biegungslinien (Fig. 186 & u. 186 <;) nieht, 
sondern es genügt, zu den dem Belastungszustande Xe* = — 1 ent- 
sprechenden t(;- Gewichten mit beliebiger Pol weite das Seileck 
aicicibi, und dann zu den aus dem Belastungszustande Xc"^ — ! 
zu berechnenden tc/-Oewichten ein Seileck durch die Punkte ai, 
h und den Schnittpunkt c'i des Stützlotes durch C mit der Seil- 
linie aic'ic'lbi zu zeichnen. 

Ist der Träger symmetrisch, so bedarf es einer besonderen 
Einflufsfigur für den Stützdruck X^' naturgemäß nichi Vor allen 
Dingen aber ist bei etwaiger Zeichnung der Biegungslinie als Seil- 
eck gröfstmöglichste Genauigkeit geboten. In wichtigen Fällen 
verdient die rechnerische Ermittelung der Verschiebungen d bezw. 
der Ordinaten 5j den Vorzug. 

Zum Schlufs möge die hier befolgte Methode zur Ermittelung 
statisch unbestimmten Stützwiderstände aus den Formänderungs- 
vorgängen noch einmal in freier Anschauung überblickt werden. 

Wird eine der Stützen etwa C des mit der Gruppe P be- 
lasteten Trägers beseitigt, so senkt sich der Stützpunkt um irgend 
ein Mafs A. Starrheit der Stütze vorausgesetzt, mufs der Stütz- 
druck X^ diese Senkung wieder aufheben, wodurch seine Gröfse 
bestimmt ist Vermag eine Kraft Xc* = 1 eine lotrechte Bewegung k 
des Stützpunktes herbeizuf&hren, so erfordert die völlige Zurückführung 

des Punktes O' auf seine ursprüngliche Höhe eine Kraft Xc» = -' 

• rC 

Mit den Verschiebungsgröfsen A und k ist also auch Xc* bekannt. 

Eine Last Eins in C bringt dem Untergurt des spannungslos 
auf den Stützen A, C" und B ruhenden Trägers eine durch die 
punktierte Linie (Fig. 186 a) angedeutete Biegung bei, deren 
Ordinate iq ersichtlich links von C" abwärts, rechts aufwärts zeigt und 
unter C gleich k ist. Ist 17 die Ordinate in irgend einem Punkte 
p, so würde nach dem Satze von Maxwell eine Last Eins in p eine 
Senkung 7] des Punktes C hervorbringen, also in der starren Stütze 
bei C einen Stützwiderstand Xc>=^ri\k erzeugen. Die punktierte 
Biegungslinie ist also zugleich Einflufslinie von X^ mit dem 
Multiplikator 1:A:. 
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Die Entstehung der punktierten Biegungslinie kann man 
mathematisch verfolgen, indem man zunächt die durch die Last 
Eins in C erzeugte Biegungslinie ayc^clh^ des nur in A und B 
gestützten Trägers entstehen läfst, wobei der Punkt G" um das 
Mafs d^'v sinkt Durch eine bestimmte aufwärts gekehrte Kraft 
kann der Punkt G" wieder auf seine ursprüngliche Höhe gehoben 
werden, wobei die Linie a,<?'icl'fe, (Fig. 186 (?) in die punktierte Form 
(Fig. 186 a) übergeht Zu der dadurch bedingten yerkleinerung 
ihrer Ordinaten ripe' gelangt man durch die Überlegung, dafs eine 
Last Eins in G" den nur in A und B gestützten Träger nach 
eine^ Linie ac'c^h (Fig. 1866) durchbiegen würde, deren Ordinate 
unter G" gleich ö^^c*' ist Die Kraft, welche den durch die Last 
Eins in G' um öc"c' gesenkten Punkt C" wieder auf seine ur- 

sprüngliche Höhe zu heben vermag, mufs also sein gleich 1 • -^^-^ . 

Oe" c" 

Die Last Eins in G" verschiebt nun irgend einen Punkt p des 
Untergurtes um rjpc" abwärts, die aufwärts gekehrte Kraft l--jr^ 

vermag daher den Punkt um Vpc"'-r--^ aufwärts zu bewegen und 

verkleinert dadurch seine Ordinate 7]pc' (Fig. 186 c) um ein gleiches 
Mafs, wodurch die Linie a^cj^^i in ^i^ Form der punktierten 
Linie (Fig. 186 a) übergeht Die von letzterer und der geraden 
Untergurtlinie eingeschlossene Fläche stellt also die auf die gerade 
Untergurtlinie umgeformte Einflufsfiäche aiqcl'fri^^^i des Stütz- 
druckes JC' dar. 



378 Fünfter Ah$ehnUt, Erddntd: und 



Fflnfter Abschnitt. 

Erddruck und Stützmanem. 



a) Allgemeines und Voraussetzungen. 

Während die freie Oberfläche einer im Gleichgewichte be- 
findlichen vollkommenen Flüssigkeit eine wagerechte Ebene bilden 
mn&, kann ein fester EOrper bei jeder beliebigen Neigung seiner 
Aalsenfläcbe im Oleichgewichte sein. Zwischen beiden EOrperarten 
stehen die sog. Erdkörper, welche als Anhäafnngen vieler 
kleinen Steine aufzufassen sind, zu denen aber hinsichtlich der 
Qleichgewichtsbedingungen auch die Aufschüttungen von Getreide- 
kOrnern, von Bleischrot u. dgl. gezählt werden können. Diese 
(teilweise flüssigen) Körper lassen sich auf einem wagerechten 
Boden ohne Seitenwände aufschütten, doch ist die Neigung der 
freien Oberfläche gewissen Beschränkungen unterworfen. 

Während die Teilchen einer vollkommenen Flüssigkeit nar 
Normaldrücke ausüben können, tritt zwischen den Eömem 
einer reinen Sandmasse oder sonstiger Schüttungskörper ohne 
Eohäsion erzeugende Bindemittel neben dem Normaldrucke noch 
ein Reibungswiderstand auf. Nennt man q) den entsprechenden 
Reibungswinkel und f^tg(p die zugehörige Beibungsziffer, so er- 
gibt sich f) als der für Gleichgewicht eben noch mögliche obere 
Grenzwert des Neigungswinkels der freien Oberfläche einer solchen 
Erdroasse ohne Bindemittel, und (p heifst deshalb auch der 
natürliche Böschungswinkel. Macht man nämlich, um die 
Bedingungen für den Gleichgewichtszustand eines Erdkörpers zu 
finden, die Annahme, dafs das Gleichgewicht bestehe, so würde 
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dieser Zustand keine Störung erfahren, wenn irgend ein Teil der 
Erdmasse in einen starren Körper überginge. Führt man daher 
durch den Erdkörper (Fig. 187) einen ebenen Schnitt mit dem 
Neigungswinkel a gegen die Wagerechte und betracht^et die Teile 
zu beiden Seiten des Schnittes als erstarrt, 
so würde der obere Teil beschleunigt ab- ^^s- ^^''• 

gleiten, falls txxp wäre. Hat demnach die 
freie Oberfläche des Erdkörpers an irgend 

einer Stelle eine Neigung, gröfser als der ^>'<£^^^^i 

Beibungswinkel, so ist eine solche Oleitebene 

möglich, und. es wird die Erdmasse nicht im Bahezustande sein 

können. Ist die Neigung der freien Oberfläche aber durchweg 

kleiner als 9, so ist eine derartige Oleitfläche nicht möglich und 

das Gleichgewicht der Masse ein sicheres, während eine unter den 

Winkel (p geneigte Oberfläche dem Orenzzustande der Buhe 

entspricht. 

Die Ermittelung dieses natürlichen Böschungswinkels ^ kann daher 
erfolgen, indem man eine aufgeschüttete Erdmasse mit einem Lineale von 
unten nach oben abstreicht, so dafs die Böschung allmfihlich steiler wird und 
endlich einstürzt; die dabei erreichte Grenze vor dem Einstürze gibt den 
gesuchten Winkel. Man kann auch die zu untersuchende Erdmasse auf einem 
beweglichen Boden zunächst mit flacherer ebener Böschung aufschütten und 
dann den Boden vorsichtig neigen, so dofs dadurch die Böschung allmählich 
steiler wird. 

Das Wasser und andere völlig flüssige Körper sind als besondere Fälle 
einer Erdmasse mit dem natürlichen Böschungswinkel Null zu betrachten. 

Ist den Körnern der Schfittung ein Bindemittel beigemengt 
(z. B. Ton oder Lehm), so kann an einer Schnittebene auch ein 
Abscherungswiderstand (eine Kohäsion) c für die Flächeneinheit 
auftreten. Bei lockeren Erdarten wie Sand, Kies, frisch geschütteter 
Erde, ist dieser Widerstand gering und zu vernachlässigen; erheblich 
ist er aber bei sog. gewachsenem Boden, bei Erde, die lange ge- 
lagert hat, oder, die durch Stampfen in einen ähnlichen Zustand 
gebracht wurde. Infolge einer solchen Scherfestigkeit kann ein 
Erdkörper auch im Gleichgewichte sein bei einer Böschung, deren 
Neigungswinkel gröfser ist als der Reibungswinkel q>\ doch kann 
ein solcher Zustand, soweit er die Standsicherheit von Bauwerken 
bedingt, nicht als ein sicherer gelten. 
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Dickti^eit r (Clewickto in ^/ckm) und Reibingswiikei ^ eiliger 

Sekittnignuassen. 



r 


9 


/*— tgsp 


1500 


40—46* 


0,839-1,036 


1900 


20-25 • 


0,364-0,466 


1600 


40 50 


0,839 - 1,192 


1950 


20 25 ö 


0,364-0,466 


1650 


30-35 <» 


0,577—0,700 


1600—1860 


30 


0,577 


1600 


35-40» 


0,700-0,839 


750 


25—30 » . 


0,466-0,577 


6800 


23—27 » 


0,424—0,510 



Trockener Lehmboden 
Nasser Lehmboden . . 
Trockener Tonboden . 
Nasser Tonboden. . . 
Fenchte Ackererde . . 
Sand oder Eies . . . 
Steinschotter . . . . 

ßoggen 

Bleischrot 



b) Normaldruck einer wagerecht begrenzten Erdmasse gegen 

eine lotrechte Ebene. 

Eine Erdmasse mit wagerechter Oberfläche sei durch eine lot- 
rechte Wand AB von der Höhe h gestfitzt, deren Beibimg gegen 
den Erdkörper hier zunächst aufser Acht bleiben soll, so dafs zwischen 
beiden nnr ein Normaldrack I> auftreten kann (Fig. 188). Wir 
betrachten ein Stück der Wand und des ErdkOrpers von der Länge 
Eins. Nehmen wir an, dafs die Wand zur 
Aufnahme des Druckes nicht im stände sei, 
so würde im Augenblicke ihres Zurückweichens 
irgend ein Teil ABO des Erdkörpers sich 
von den hinterliegenden zunächst in Ruhe 
bleibenden Erdmassen trennen und abwärts 
gleiten. Die Trennungs- oder Oleitfläche A G 
werde als eben mit dem Neigungswinkel ^ 
Yorausgesetzt. Um die für den Orenzzustand 
der Ruhe des Erdkörpers erforderliche Oröfse dieses Druckes D zu 
ermitteln, bestimme man diejenige Kraft i>, welche eben ausreicht, 
um das Abgleiten des Erdkörpers ABG zvl verhindern. Die Scher- 
festigkeit (Eohäsion) werde zunächst yernachlässigt, so dafs der 
Gesamtwiderstand W der Oleitebene um den Beibungswinkel (p von 
der Normalen zu ^ & abweicht, mit dem Gewicht Q des Erdprismas 
also den Winkel d—(p einschliefst. Die Kräfte Q, D und W 
müssen sich im Gleichgewicht halten, mithin sich in einem 
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Punkte schneiden und ein geschlossenes Eräftedreieck bilden, 
woraus sich 

ergibt, oder, weil 



2tgi>' 

Die Qröfse D ist von d abhängig; für d^q> und fftr i> = 90^ 
wird 2>»0; dazwischen mufs ein Maximum liegen, und dieser 
gröfste Wert ist dann erst der Druck, welchen die Wand auf den 
Erdkörper ausüben mufsj damit längs keiner der möglichen, 
durch A gehenden Schnittebenen ein Abgleiten stattfinde. Diejenige 
Schnittebene, welche diesem Maximum entspricht, ist die Gleitebene. 
An ihr mufs ein Widerstand W auftreten, der um den vollen 
Beibungs Winkel von der Normalen abweicht, d. h. es mufs an ihr 
der volle Reibungswiderstand wirksam werden, damit kein Ab- 
gleiten eintrete; an allen übrigen durch A gedachten Schnittebenen 
kommt dann tatsächlich nicht der volle Reibungswiderstand zur 
Wirkung. 

Von 61. 1 braucht nur der veränderliche Teil ■^\ — n-^ auf 

Maximum untersucht zu werden; setzt man die Abgeleitete nach ^ 
gleich Null, so entsteht, da zwischen (p und 90^ liegt, also tg t? 
endlich ist, 

cos^ (d — (p) cos* d 
sin i> cos i> =» sin {p — <p) cos (i? — 9)) , mithin 

8in2i? = sin(2i>— 299). 

Da nun die Winkel 2^ und 2 1> — 29? nicht einander gleich sein 
können, so müssen sie sich zu 180^ ergänzen, damit ihre Sinus 
gleich werden. Aus 4i> — 29?=180^ wird dann 

2) i? = V2(90o + 9?), 

Dies bedeutet, dafs die Gleitebene den Winkel zwischen der Wand 
und der natürlichen Böschung halbiert. d-'(p wird dann 
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^ ^h{\i()*^ — fp)0 Da rieb biernaeh d und d — q> m 90® frgßmm^ 
$0 wird l'.ig'0^ig(d—fp\ mitbin 

und 
Setzt man 

fo kann man kürzer schreiben 

Nacbdem Bicbtnng und GrOfie des Druckes bestimmt sind, 
mufs nun noch seine Lage ermittelt werden, 
oder die Höbe e desjenigen Punktes M (Fig. 189), 
in welchem D die Wandflftcbe schneidet; man 
nennt ihn den Angriffspunkt. Dabei ist zu 
bedenken, dars zwischen der Wand und dem 
ErdkOrper eine stetige Druckverteilung statt- 
findet und dars I) die Mittelkraft unendlich 
vieler gleichgerichteten Parallelkräfte darstellt. 
Um den Druck dl) auf ein in der Tiefe z unter der Oberkante B 
gelegenes Fl&chenteilchen von der Hohe dz vi erhalten, bedenke 
man, dafs der ganze Druck D. auf den oberen Teil BC^z 
der Wand sich aus Ol. 5 ergibt, indem man h mii^z vertauscht 
7>, — Vs h z^ gibt dann durch Differentiation 

dD = kzdz, 

Es muft nun in Bezug auf den Punkt B das Moment der Mittel- 
kraft 1) gleich der Momentensumme der Einzelkräfte d D sein, oder 

D[h'-e)=-\dD^z = kYdz. 




Das gibt 



c 



^^ (/i--<»)=: - und ti— e = y-sh, 



3 
mithin 

Die Abgeleitete —-==k: bedeutet den in der Tiefe i 

herrschenden Druck auf die Flächeneinheit und werde mit p be- 
leiohnet. Es entspricht dann die Gleichung p^kz ganz dem 
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Ausdrucke für den hydrostatischen Druck, nur ist k statt der Dichte 
y gesetzt. Für <p=^0 wird tg2(45<>— V2 9)) = tg245ö==l, und 
die Formeln 3—6 gelten dann für Wasserdruck. 

Die Darstellung von p^kz liefert die Gerade BE mit dem 
Ansteigungsverhältnisse k gegen BA^ und dD=^kzdz^pdz ist 
dann ein wagerechter Flachenstreifen von der Hohe dz. Die 
wagerechten Ordinaten von BE geben daher das Gesetz der Yer- 
teflung des Druckes über die Wandhöhe. Es ist AE=^kh^ der 
Inhalt des Druckdreiecks ABE (nämlich ^/2kh'h)==I}, gleich 
dem Gesamtdrucke, und da dies Dreieck als Belastungsflache jfür die 
Wand betrachtet werden kann, so mufs die Höhe des Schwerpunkts 
8 des Dreiecks zugleich die Höhe des Angriffspunktes M sein, 
woraus sich e^^zh ergibt 

Aktiver und passiver Erddrnck. Die im vorstehenden be- 
rechnete Kraft 

n = y^yhHg^ (45 — V2 (p) 

genügte gerade, um das Abgleiten der Erde zu verhindern. Die 
im Inneren des Erdkörpers auftretenden Beibungswiderstände unter- 
stützten die von der Wand auf den Erdkörper ausgeübte Kraft D 
in der Erhaltung des Gleichgewichtes. Läfst man aber nun die 
Kraft D allmählich gröfser werden, so wird endlich der Fall 
eintreten, dafs die Wand sich nach der Seite des Erdkörpers in Be- 
wegung setzt, indem ein gewisser Teil desselben nach oben hinaus- 
geschoben wird. Für den Grenzfall, dafs die Erde im Begriff ist, 
nachzugeben, wollen wir den Druck der Platte mit 2>i bezeichnen 
und seine Gröfse berechnen. Man verßlhrt 
dabei in derselben Weise, wie bei der vorigen Fig. 190. 

Untersuchung, legt durch A (Fig. 190) f | hM'-.-v!:^' -■: '••"'"^v^^ 
eine beliebige Schnittebene und hat nun 
den Beibungswiderstand an derselben ab- \ 
wärts gerichtet anzubringen, so dafs der 
Gesamtwiderstand W jetzt in die ent- ^ 
gegengesetzte Grenzlage kommt (gegen- ^^ ^^ 

über dem früheren Falle) und mit der 
Lotrechten den Winkel d+q) einschliefst. Es wird dann 

7) l>, = Qtg(^> + ^) = ^*^. 
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Für d«90^ — r/> QDd IBr d^O wird 2>, = oo, währaid ftr 
Zwischenwerte yod i9 sich im allgemeioen «Ddlidie Orö&aD fl&r 
2>, ergeben. Man hat nan denjenigen Wert Ton ^ m michen, 
Ar welchen Z>| ein Minimum wird. Die hierdurch bestmimte 
Schnittfläche ^/x ist die Oleitebene, an welcher am leichtesten 
ein Aufwärtsschieben möglich ist, an welcher es daher aach 
wirklich eintreten wird, wenn Dy entsprechend zonimmt. Diesen 
Minimalwert der Ol. 7 darf also der Druck der Wand nicht über- 
schreiten, wenn der Erdkörper in Buhe bleiben soll. Zur Be- 
rechnung desselben murs dDy\dd=^0 gesetzt werden, und da nun 
OL 7 sich von Ol. 1 nur durch das Vorzeichen von (p unterscheidet, 
so mufs (mit Bücksicht auf GL 2 und 3) jetzt 

8; ö=H(90« — 9>) und 

werden. Um die Neigung der Gleitebene durch Zeichnung zu 
finden, müfste man jetzt den Beibungswinkel (p an die Wagerechte 
durch A nach unten auftragen und den stumpfen Winkel zwischen 
der so erhaltenen natürlichen Böschung A I und der Wand halbieren. 
Die Lage von D^ stimmt mit derjenigen von D überein, weil ja 
/>i ebenfalls in der Form D^^^/^k^K^ geschrieben werden kann, 
wenn man nur in Gl. 4 für k das Vorzeichen von (p umkehrt. 

Der Wert von D nach GL 3 heifst der aktive Erddrnck, 
weil der Erdkörper nur diese Kraft auf die Platte ausübt, wenn 
er im Begriff ist, vorzurücken und die Platte vor sich herzuscbieben, 
also gegen die Platte aktiv zu wirken. 

Der gröfsere Wert D^ aber nach GL 9 heifst der passive 
Erddrnck oder der Erdwiderstand, weil bei dem Vorgange, der 
zur Berechnung von D^ angenommen ist, der Erdkörper sich wider- 
stehend oder passiv gegen die Platte verhält. Er kommt in Frage, 
wenn sich ein Pfosten, eine Strebe, ein Bogenträger oder ein Ge- 
wölbe gegen einen Erdkörper stützt. Zwischen diesen beiden Grenz- 
werten, dem aktiven und dem passiven Erddrucke, wird die Grölse 
der Kraft stets liegen, die ein Erdkörper ausübt. Für 9) = 30° wird 

jfc = ;/tg2 30^=73;', Arj=;>/tg2 600=3;>/, 

der passive Erddruck also 9 mal so grofs wie der aktive, und es 
ist zuweilen recht schwierig, die Gröfse des wirklichen Erddruckes 
in bestimmten Fällen anzugeben. 
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Fig. 191. 



Berficksiclitignng der Scherfestif|;keit (KohSsiov) der Erde. 
Tritt zn der Beibang an der Sehnittebene noch die Scherfestigkeit 
hinzu, so mufs man Nonnal- and 
Tangentialwiderstand einzeln ein- 
führen; es müssen daher (Fig. 191) 
n, Q, N und fN+cl im Gleich- 
gewichte sein, wenn wiederum 

ist. In der Richtung von AG er- 
gibt sich 

rechtwinklig dazu: iV=Qco8i? + 2>8ini?, mithin wird 

jD (cos 1? +/sin 1?) = (Q sin i? —/cos i?) — cZ 

oder, wenn man / mit sin 9> : cos ^ vertauscht, 

cos 9) 




Fig. 192. 
B 



£ 



D 



also 
10) 

Das erste 



I> cos (i? — <p) = Q sin (t? — (p) —ch-T-^ 
yh^tg(d^<p) chCOSip 



1>= 



2 tgö sin ö cos (d — 9?)' 

Glied der rechten Seite wird (nach S. 381) für 
t? » 45 -|- 14 ^ zum Maximum , und man überzeugt sich leichti 
dars der Nenner des zweiten Gliedes, nämlich sini9cos(i? — q)), fQr 
d=4ö^+Ü(p ebenfalls seinen gröfsten Wert cos^ (45 ° — J^ (p) 
erreicht; hierdurch wird also das zweite Glied selbst ein Minimum 
und mit Einbeziehung seines negativen ydrzeichens ebenfalls ein 
Maximum. Die Neigung der Gleitebene ist hiernach dieselbe wie 
ohne Berücksichtigung der Schubfestigkeit, der aktive Erddruck 
aber wird 



11) 



JD = 



tg2 (45 



riO_ U 
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^)- 



Dieser Druck wird zu Null für eine Wandhöhe h = hQ, wenn 



^tg^(450--y39.) = -^^|^,— oder 



12) 



2 



2ceosq> 



cos^ (45 ® — }^ 9?) 

4(7 003 9? 



/8in2(45^— 5^9?) y(l^sm(p)^ 
d. h. auf diese Höhe hält sich der Erdkörper mit lotrechter Yorder- 
fiäche ohne eine stützende Wand. Setzt man den aus letzter 
Gleichung gefundenen Wert 

€C03(p= Hy?iQsixi^{4iO^ — Hg?) 



Kack, Elutizitfttslelire. IL 
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in Gl. 11 ein, so entsteht 

I>«H;^Ang2(45«— H<p)— H;'ÄÄotg2(45«- %<p) oder 

13) D=y2yh{h-ho)lg^(/ib^—y2<p)=^y2kh{h-ho), 

wenn wiederum yig^{4tb^ — H9))==ä: eingeführt wird. 

Dieser Druck verteilt sich nicht auf die ganze Höhe der 

Wand, sondern nur auf A = Ao« ^^^^ ^^^ o^^i*® '^^^^ ^ keinen 
Druck erfährt Um das Gesetz der yerteilnng zu finden, vertausche 
man in GL 13 die Höhe h mit ^ + ^o C^S- ^^^X ^^^^ ergibt sich 
D, = y2k{z'\-h^2 und 

2>=^ = Ä;(5+^2Ao). Für 
zr=Q wird |7 = Ä;-J^Äo = 02>, für 

^ = A— Äo wird p = Äj(Ä — HAo) = -^-^» 
und man erhält das Drucktrapez ACDE, dessen nicht parallele 
Seiten sich bei F in der Mitte der Standhöhe h^ schneiden. Die 
Neigung der Geraden 2>JE^ gegen CA ist dieselbe wie im vorigen 
Falle (ohne Scherfestigkeit) (S. 382), es ist nur der Schnittpunkt 
beide): von B nach F gerückt. Die Höhe e des Schwerpunktes 
des Trapezes über der Grundlinie, gleichbedeutend mit der Höhe 
des Angriffspunktes von Z>, findet man leicht zu 

^~3\ 2 h 2 h')' 
Da e<^lzh^ so folgt, dafs die Scherfestigkeit nicht nur die 
Gröfse des aktiven Erddrucks D vermindert, sondern auch seinen 
Angriffspunkt senkt. Diese günstige Wirkung der Scherfestigkeit 
ist indes eine unsichere, weil die Eohäsion innerhalb des Erdkörpers, 
auf der sie beruht, keine unveränderlich dauernde ist und beispiels- 
weise bei Austrocknung oder starker Durchnässung fast völlig ver- 
schwinden kann. Bei der Beurteilung der Standsicherheit von Bau- 
werken, die nicht etwa nur vorübergehenden unwichtigen Zwecken 
dienen, mufs daher die statische Wirkung der Scherfestigkeit aufser 
Acht bleiben. 

e) Normaldruck eines ErdkSrpers mit abfallender Oberfläche 

gegen eine lotrechte Ebene. 

Zum Zwecke einer Bauausführung sei eine lotrechte Bohlwand 
AB von der Höhe h hergestellt und auf einer Seite (Fig. 193) 
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mit einem ErdkOrper ABO hinterfftUt, der unter der natfirlicfaen 
BOschmig abfällt Es sollen der aktive Erddrnck gegen die Wand 
nnd der Widerstand des 

Erdkörpers gegen Ver- Fig. l»3. 

Schiebung durch gegen 
die Wand drückende 
Streben u. dergl., d. h. 
der passive Erddruck 
berechnet werden. Der 
allgemeine Rechnungs- 
gang ist der gleiche wie 
vorstehend entwickelt ; 

nur die abweichende Form des ErdkOrpers bedingt ein anderes 
Ergebnis. 

1. Aktiver Erddrnck. AG sei die GJeitebene mit dem 
noch unbekannten Neigungswinkel ^. Dann ergibt sich, da der 
Winkel AGB=-d + (p ist, 

„^ , sin (900 -ö) c^ö 

sm (V + q>) sm (v + <p) 

und das Gewicht des Erdkörpers ABG zvl 




1) 



. . Q = ^-Äcos<p-J?ö = ;'— 



h^ cos ö- cos 9) 



2 sin (i> + 9?) ' 



Die wagerechte Kraft 2>, welche Wand und Erdkörpor im gegen- 
seitigen Oleichgewicht aufeinander ausüben, ist daher nach S. 381 



2) 



-r. /-. * /<i \ ^^ C0S1?.C0S(p . ,,. . 

-P=-^'*g^^-y)-^2' sin(i? + y) '*g^^""^)' 



D erscheint als Funktion von d und wird für einen bestimmten 
Winkel t9 zu einem Maximum, das den wirklich herrschenden Erd- 
druck darstellt Wandelt man Ol. 2 so um, dafs darin d nur in 
der Funktion tg d vorkommt, so erhält man 

2tgd + tg9? l + tgö-tg?» 
Setzt man zar Abkünsnng tg^ = ar und \%(p=f, so wird 



3) ^= 



yh^ 



X —f _ yl? 



x-f 



2 («+/) (1 + ic-/) 



2 a;+/+/-a;2+/2.a;* 

25« 



388 Fünfter Abschnitt. Erddruck und Stützmauern. 

Soll die gebrochene Funktion ^^^^^J^^,.^ = ^(^ *" 

Maximum werden, so mals 

(p ix) F' {x) — q/ (x) F{x) = oder 
A^ F(x) F\x) . 

4) -^ = — ^ gem. 

(p{x) (p'{x) 

F'(x) 1 

Setzt man die Werte für F(x) and q>(x\ sowie 



(p'{x) l + 2/'X+/^ 
in Gl. 3 ein and l5st ffir x auf, so folgt 

5) ,r=/ + V2(l+/2), oder 

6) tgv = tgo?H =s= 

^ ^ ^ cos 9? cos 9 

Den Oröfstwert von D könnte man nun erhalten durch Einfügung 

des Wertes von x Gl. 5 in Gl. 3. Weil fftr !>««, 61. 4 gilt, darf 

F(x) 
man den Quotienten —7-^ in Gl. 3 ersetzen durch 

' ?>(^) 

F'(x) 1 



(p'{x) l + 2f^x+p 
und erhält dann mit Berücksichtigung der Gl. 5 und 6 

yh^ 1 yK^ 1 



I> = 



2 l+2f'X+p 2 1 + 2/2 + 2/1^2 (r+/2)+/? 
yh 1 ;>/ä2 1 



2 l+3/2+2/./"2(l+/2) 2 l + 3tgV+2tg<p/"2(l+tg2<3p) 

/A2 1 ^yj^ 1 

2 8ec29)+2tg2gj + 2tg9)8ec??Y2 2 (sec 99 + /"2tg^* 
d. 1. 

2 Vl + 1^2 8in'<p/ 

2. Passiver Erddruck. Das Gewicht des Erdkörpers ^J3 (7 
(Fig. 195) ist wie in Gl. 1 

_ ;^A2 co8i?*co 8y _ ;^A2 1 

^"■"T"'sin(i?+(?9) 2~"tgi?+tg9?* 
Diejenige Kraft aber, welche im stände ist, diesen Körper längs der 
Gleitfläche A G gleichmäfsig aufwärts zu bewegen, mufs nach Gl. 7 
S. 383 sein 

QN 71 nk»u^j^^\ ;^ft2 tg(i?+y) yh^ 1 

8) A-^'tg(^ + y)^— ^^^^^^ = — . i^^g^.^gy ^ 
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In GL 8 ist 2>i abhängig von d. Der Erdkörper ABG wird 
sich nun in einer Oleitfläche ?on solcher Neigang & verschieben, 
dafs der Widerstand D^ am kleinsten ausfUIt» d. h. nach Gl. 8 in 
der kleinstmöglichen Neigung i9, also bei wagerechter Sohle des 
Dammes ABC hei = 0. Der passive Brddruck ist daher 

Beispiel: Für ji>==30«, riiif» = 0,5, cos ?> = 0,866 wird nach Gl. 6 

tgtf==M+£i. = 2,21, #=:6.5»39' und nach GL 7 

^'^^ _ rV ( 0.866 \« rÄ» 

gegen Dj = -^^r— , während für den in Fig. 183 dargestellten Fall des wage- 
recht begrenzten Erdkörpers nach S. 380 n. f. t? = 60 <> , 2> = «^ ^ , #i = 30» 
und Dl = 3 • -^^ sein würde. 

d) Druck eines fiberhShteu ErdkSrpers gegen eine StQtcmaner. 

Wird eine Mauer, die zur Stützung eines Erdkörpers bestimmt 
ist, mit Erde hinterf&Ut, so mufs sie durch den Druck derselben 
eine Formänderung erfahren und (wenn auch nur in geringem Mafse) 
ausweichen. Dadurch wird an einer vom Fufspunkte des Erdkörpers 
ausgehenden Gleitebene eine abwärt« gerichtete Bewegung eingeleitet, 
welcher sich der volle Gleitwiderstand entgegensetzt Es folgt 
daraus, dafs, solange dieser anfängliche Zustand erhalten bleibt, die 
Stützmauer nur den aktiven Erddruck auszuhalten hat. Auf die 
durchaus unsichere Scherfestigkeit der Erde soll im folgenden 
keine Bücksicht genommen werden, so dafs wir an der Gleit- 
ebene nur mit dem Normalwiderstande N und der Reibung fN^ 
oder mit dem Gesamtwiderstande W zu tun haben, welcher von 
der Normalen um den Beibungswinkel cp abweicht. Wenn sich 
aber durch Nachgeben der Mauer der Raum an ihrer Rückseite 
vergröfsert, so wird das Erdprisma auch an der Wand etwas ab- 
wärts gleiten, wodurch auch an dieser der volle Reibungswiderstand 
hervorgerufen wird. Die Rückseite der Mauer bildet daher eine 
zweite Gleitfläche. Dieselbe werde als eben vorausgesetzt, dann 
wird der an ihr auftretende Gesamtdruck, d. h. der gegen die 
Stützmauer zur Wirkung kommende Er d druck D um den vollen 
Reibungswinkel von der Normalen zur Wand abweichen. Die 
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Fig. 194. 
ß_H}^__ 



Kräfte W and D mftoen nun dem Gewichte Q des Erdprismas 

■ 

das Oleidigewieht halten. 

Ist die BeibuDgsziffer f&r Erde gegen Mauerwerk gröber als 
die für Erde gegen Erde, so wird dieser umstand der Sicherheit 
der Maner nicht zn statten kommen, weil in soldiem Falle eine 
sehr dfinne Erdschicht sich an der Maner festhängen, das Gleiten 
aber anmittelbar dahinter in dem Erdkörper stattfinden kann. Bei 
geringerer Beibang dagegen zwisc^ien Maaer and Erde mtUste aoch 
der entsprechende kleinere Beibangswinkel in Ansatz gebracht werdra. 
Wir machen hier die Annahme, dals der letztere Fall nicht vor- 
liegt, dars also derselbe Beibangswinkel q> für die Gleit- 
ebene und für die Mauer zur Anwendang kommt/) 

Die Bückwand ^J3 der Mauer (Fig. 194) habe eine Neigung et 
gegen die Wagerechte und eine Höhe A; von dem Punkte B 
steige der Erdkörper unter dem 
natürlichen Böschungswinkel q) noch 
um eine Höhe A^ an und sei dann 
wagerecht begrenzt. 

Man führe nun einen Schnitt 
AG, so dafs Q das Gewicht des 
Erdkörpers AB CG bedeutet. Die 
Kräfte i>, Q und TT müssen dann ein 
geschlossenes Dreieck bilden. Der 
Winkel zwischen Q und W ist 
wiederum i?— ?> wie in Fig. 188, 
S. 380. Bezüglich des Winkels 
zwischen D und W ist zu bedenken, 

dafs, wenn beide Kräfte Normaldrücke wären, sie denselben 
Winkel a — ^ miteinander bilden müfsten wie die betreffenden 
Ebenen AB und AG\ dadurch aber, dafs jede der Kräfte von der 
Normalen um (p abweicht, ?ergröfsert sich ihr Schnittwinkel um 
2 (p , beträgt daher a — i? + 2 9? . Zur Abkürzung werde 
1) a + 2 9? = £ gesetzt, 

*) Nach Versuchen vod Müll er- Breslau (vergl. dessen „Erddruck 
auf Stützmauern", 1906, Leipzig, Verlag von A. Kröner) ist die An- 
nahme, dafs der Reibungswinkel für die Abwärtsbewegung des Erdkörpers an 
der Mauerfläche gleich dem natürlichen Böschungswinkel <p sei, selbst bei 
rauhen Mauerflächen nicht ratsam, vielmehr erscheint eine Annahme desselben 
zu etwa '/< ^ zweckmäfsiger. 
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80 dafs a — d + 2q>^€ — d. Der Aufsenwinkel . des Dreiecks 

zwischen den Bichtangen Q und I> ergibt sich als Summe der 

beiden gegenüber liegenden Dreieckswinkel zu a + q). Nach dem 

Sinus-Satze wird nun 

D ^ sinj'd — q?) 

^ Q sin(fi — ^)* 

Zur Berechnung der Fläche ABCG zerlegt man sie in recht- 
winklige Dreiecke: 

ABCG^AEG—AEF—{BCn — BFH) 

= V2 (A + hf (cot d — cot a) — V2 h\ (cot (p — cot a) ; 

dann wird 

Die drei letzten Olieder sind von d unabhängig, weshalb zur Ab- 
kürzung 

3) cot a + ■- , ^- .n (cot ?) — cot a) = m 

gesetzt werden mOge, dann wird nach 61. 2: 

{h + \y (cot d ~ m) sin {d ■- y) 
'^ 2 sin(c — 1?) 

Es empfiehlt sich nun wiederum, den Winkel ^ nur mit eiver 
trigonometrischen Funktion auftreten zu lassen; man entwickele 
daher sin(i? — 9>) und sin(e— i?), führe durch geeignete Division 
und Multiplikation mit sini^, sin 99 und sin£ alles möglichst auf 
Eotangenten zurück und erhält 

__ (h + Aj)^ sin y (cot d — m) (cot y — cot t?) 
^ ~"^ 2 sine cot ö — cot e 

Der letzte Teil dieser Gleichung ist eine gebrochene Funktion 

Yon d\ schreibt man dieselbe ^^jL^ so ist die Bedingung für 

Maximum : 

5) F{d)f{d)^f{d)r{d)^0 oder 

^^ F{p) F'ißY 

Führt man die in 61. 5 angedeuteten Ableitungen aus und berfick- 

d-d 
sichtigt, dafs rf(coti?)= — r-y^ ist, so entsteht nach geeigneter 

Zusammenziehung: 

7) cot ö = cot € + V^(cot 9? — cot ej {m — aoie) . 
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(Da t><:a, ^Iso aach ^<:a + 2f> = €, mithin eot^>cote sein 
mab, 80 ist nnr das positive Zeichen ?or der Wurzel braachbar.) 
Den Wert von oot^ nach GL 7 hätte man nun in 61. 4 ein- 
zusetzen. Weil aber in dieser die Or06e cot^ dreimal vorkommt, 
so ist es bequemer, nach GL 6 statt der nrsprtlnglichen Bmchfanktion 
den Bruch der Abgeleiteten von Zähler und Nenner zu benutzen. 
Es wird dann 

{h + h,)^An(p riß) 
^2 8ineJ"(d) 

cott> — m cot?) — cot ö 
_ ih + hi)^ %\\i q) sin^i? mfid 



%me 



sin«d 



oder 



^ (Ä + Ai)2 sin?), . , _ . Q. 

!>=;/— 2-^-^(cot?. + m-2cot^). 



Hierin kommt cot^ nur einmal vor, ist daher leicht einzusetzen 
und gibt 

D^y- — ^— -r-^|cot9)+m— 2cot€— 2V^(cot9) — cotf)(?n— cot£)|. 

was sich kürzer schreiben läfst*): 

8) !)_;, (?L+^ «E^ [VcoiV^c^^e ~ V^- CDU )! 

'^ 2 smf l ; 

Darin ist e=a + 299 und 

m «= cot a + ^ .g (cot (p — cot a) . 

(A + Aj j 

ErdkÄrper ohne Überhöhung (Fig. 195). Für Ai = wird 
m « cot a , daher (GL 7) 

9) cot ^ = cot f + l'^(cot (p — cot e) (cot a — cot e) 
und 

10) D = y-^ -T— ^ \ l^cot o) — cot f — V^cot a — cot £ ! . 
Jetzt kann D wieder in der einfachen Form 

geschrieben werden; daher wird das Gesetz der Verteilung des 
Druckes D über die Höhe der Wand wieder ein Dreieck von der 



^) K. V. Ott, Vorträge ttber Baumechanik, 1. Anfl., I. Teil, S. 27. 
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Rg. 195. 



Qrandlinie kh, und es mufs der Angriffspnnkt M von D 

wieder Id der HChe 

11) e='/3h liegen. 

Stebt die gedruckte Wandfläche auch nocb 
lotrecht, ist also « = 90", ao wird 

cota = 0, e = 90" + 2fl3, 
mithin 

cote= — t^(29J), sin£=«coa29> «od 

was sich aber auch za 



12) I>=^ 



2 d + Kssin?')^ 



oder zu ^ = -k 7- — > ■ --— — = -; 

2 2i/+v^'/ni+/-)) 

zusammenziehen läfst, worin/=tgf). 
Für ^ = 30" wird nach Gl. 12; 

{l+V ääin?))' 
und J)^ 71*0,297 ;'A^, während sich ohne Reibung an der Wand 

X)=i/i.if3yk^ ergibt (S. 383). 

Die Gl. 10—12 mflssen auch fUc Wasserdrack gelten. Ea wird dann 
zunächst e = a und nach Gl. 10 

^ /(' sin (ff , . , , rk' cos a — einai cot o 

setzt naD hierin {c ^^ , so entsteht richtig 

Unbegrenzt ansteigender Brdkörper. iFür A, = oo wird 
^|l_ = 1, mithin m = cot>p und (Gl 7. ^'«- i^^- 

S. 391) 

13) cotö = cot^, oder d = <p, 

d. h. die Gleitfläche ist in diesem Falle 

mit der natürlichen Böschung parallel 

(Fig. 196). In Gl. 8 wird Rlr wi = cotf/> 

der letzte Klammeransdmck Null, der Faktor 

(/t+A,)i aber unendlich, so dars D zunächst in der unbestimmten 
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Form oo-O erscheint, um hierfür eine bestimmte Gröfse zu er- 
halten, mufs man für m den ursprünglichen Wert (Ol. 3, S. 3.91) 
einführen und muft den Faktor {h+h{)'^ durch den Divisor 1:(A+A2)^ 
ersetzen, damit die Form 0:0 entsteht. Es ist dann 



^^ysiny 



l^cot<p— cot— £^cota + f^— Lj(cot9)~cota)— c 



2 sins 



A + Äi 

In dem (bis jetzt unbestimmten) Elammerausdrucke sind nun 
Zähler und Nenner mit ihren Abgeleiteten nach der Gröfse h^ zu 
vertauschen; führt man dann wiederum /ii=oo ein, so entsteht 
nach entsprechender Kürzung der bestimmte Wert 

_;/ A^ sin ?) (cot <p — cot a)2 

~" 2 sin £ cot 9? — cot € ' 
wofür man mit e^a-\-2(p auch schreiben kann 

14) ^^/A^ l-cos2(a — y) 

^ 2 (1 — cos 2 a) sin (a + ?)) * 

Wiederum erscheint D in der Form ^/ükh^, so dafs die 
Druckverteilung wieder durch ein Dreieck darstellbar ist und der 
Angriffspunkt M in der Höhe e^^sk liegt 

Für eine lotrechte Wandfläche oder a = 90^ wird 

15) Z>= Vsp^A^cosip, 

was für 93 = 30^^ 2> = 0,433 ;'A2 gibt (etwa 3 mal soviel wie bei 
Ai-0). 

Endliche Überhöhung des Erdkörpers. Hat A^ irgend einen 
endlichen Wert, so gilt für den Erddruck die Gl. 8 (S. 392). Bei 
der Ableitung derselben wurde in f^ig. 194 vorausgesetzt, dafs die 
Gleitebene AG rechts von dem Punkte C liegt, denn andernfalls 
würde das abgleitende Erdprisma nicht durch ein Viereck dargestellt. 
Von der Richtigkeit dieser Voraussetzung (falls BC unter dem 
natürlichen Böschungswinkel (p ansteigt) kann man sich in jedem 
besonderen Falle leicht überzeugen, indem man & nach Gl. 7 be- 
rechnet und mit der Neigung einer Geraden AC vergleicht Man 
wird dann stets finden, dafs die Annahme zutreffend war. Nimmt 
man nämlich eine bestimmte Überhöhung A^ an, läfst aber die in 
Betracht kommende Mauerhöhe A von Null an stetig zunehmen, 
indem man den Fufspunkt A an der Wandfläche allmählich nach 
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Fig. 197. 




unten verschiebt, so ergibt sich für h^O die Gleitfläche parallel 
der natürlichen Böschung (weil dann Gl. 13 gilt), mit wachsendem 
h wird aber cot d kleiner and ^ langsam gröfser, wobei ' sich jedoch 
die verschiedenen Gleitebenen innerhalb des 
ErdkOrpers nicht dorchschneiden (Fig. 197). 

Angriffspunkt des Erddruckes. 
Die Beziehung zwischen i> und h in Gl. 8 
ist eine verwickelte, weil in m auch noch die 
Gröfse h vorkommt; die Druckverteilung ge- 
schieht daher nicht mehr nach einer Dreiecks- 
fläche, und der Angriffspunkt des Erddruokes 
liegt infolgedessen auch nicht mehr im 
unteren Drittelspunkte der Wand; man kann ihn aber stets in 
folgender Weise bestimmen: 

Betrachtet man von der Wand nur das Stück BJ= 2 — /^ 
(Fig. 198), so kann man den auf BJ kommenden Druck 2>, be- 
rechnen, indem man 

in Gl. 8 A + Äi mit Fig. 198. 

z vertauscht. Trägt yy 

man diese Werte A ^' 

in der Wagerechten 
durch die zugehörigen 
Punkte J der Wand 
von einer Lotrechten 
A^Bi ab, so erhält 
man eine Kurve ^^J^^, 
welche man, zum 

unterschiede von der Druck Verteilungsfigur, die Gesamtdruck- 
Eurve nennen kann, und welche als Integralkurve jener zu be- 
zeichnen ist. Zur Ermittelung des Angrifispunktes von 2> kann 
man sich diesen Druck und die sämtlichen Teile dB desselben um 
ihre Angriffspunkte an der Wand gedreht denken, bis sie wagerecht 
liegen. Dann gilt die Momentengleichung 

15) Be=\dD()i^\ — z), 

Läfst man aber z vxsi dz wachsen, so entspricht der Abszisse 
z-Vdz ein Kurvenpunkt K^, und der Grundrifs von J^K^ stellt 
d D dar, während ä + Äj — 2 die Höhe des Punktes J^ über der 
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Grandlinie AiEi ist Der in der Figur schraffierte lotreebte 
Flächenstreifen hat daher den Inhalt dD(Ji + hi — ;), und das 
Integral in* 61. 15 bedeutet den Flächeninhalt von JiB^Ei. Ver- 
wandelt man diese Fläche in ein Bechteck von der Breite ^iJE7,=2>, 
so ist dessen Höhe nach Gl. lö das gesuchte e. Man kann hier- 
nach auch schreiben: 

f'A + Al 
D,dz. 

In allen Fällen, wo die einfache Beziehang D=^^ltJch^ gilt, ist die 
Kurve B^E^ eine Parabel mit dem Scheitel Bi, das Parabeldreieck hat dann 
den Inhalt V> h-Ä^E^, nnd es wird e = ^/9h. 

Setzt man in Gl. 8 

y ^ . ^ (cot cp — cot c) = 5 , 
' 2 sin e ^ ^ ' 

cot«.-cota_^^ mithin 



cot ^ — cot e 
cot a — cot e 



cot 9p — cot s 



= 1 — C , 80 wird 



D==B{h + h,y[\-^-^l^C+jj^^,c) und 
Dz^Biz — Vz^ (1 _ C) + h\ cY ; daher 

^^ \ V^zHi — c) + hlcf 

Hiemach könnte man auch die Druckverteilungsfigur zeichnen. Besonders 
wichtig ist, dafs für z^h^ p = wird, dafs also diese Figur wiederum ein 
Dreieck Ä^B^E.^ ist, dessen eine Seite allerdings durch eine krumme Linie 
gebildet wird. Diese hat oben bei B^ eine Neigung dp:dz^ welche gleich 
dem Werte k für unendliche Ueberhöhung sein mufs; nach unten nähert sich 
diese Neigung mehr und mehr demjenigen Werte von k , welcher dem Falle 
his=0 entspricht. 

Weil für z=hi die Abgeleitete dD:dz=Oy so ist die Kurve ByE^ 
bei B] lotrecht gerichtet. 

Föhrt man die angedeuteten Ermittelungen durch, so findet 
man, dafs die Höhe e des Angriffspunktes von J? je nach der 
Gröfse der Überhöhung hi und des Beibungswinkels (p zwischen 
V3A und etwa ^sh schwankt. (Für hi=0 hatte sich ja ^/3h er- 
geben und für Ai =» 00 gilt nach S. 394 dasselbe.) Man darf dafür 
in allen Fällen mit genügender Annäherung 

e=y3h 
setzen und kann sich die mühsame Berechnung des richtigen Wertes 
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ersparen, weil ja das Erdreich fast immer etwas Scherfestigkeit be- 
sitzt, deren günstige Wirkung hier ganz yemacblftssigt wurde. 

Lotreclite Wand mit fiberhtthtem ErdkSrper. FQr a = 90^ 

wird cota = 0, € = 90^ + 2q>, m= ., , * .o COty, daher (Gl. 8) 

(n + hiy 

Seist man D=^^/ikh'^, so erhält man für ^=^30^ and f&r Terschledene 
Yerbältnisse h^ : h folgende Werte für A; : 



h 


k ^^ 









0,297 r 


i 


0,608 r 


0,1 


0,353 r 


2 


0,702 ;' 


0,2 


0,400 r 


3 


0,746 r 


0,3 


0,440 r 


4 


0,771 r 


0,4 


0,475 r 


5 


0,789 r 


0,5 


0,505 r 


6 


0,799 r 


0,6 


0,531 r 


10 


0,822 r 


0,7 


0,554 r 


oo 


0,866 r 


0,8 


0,574 ;' 






.0,9 


0,595 r 







e) Zeichnerische Bestimmung des Erddruckes. 

Die Berechnung des Erddruckes nach den voi stehenden Formeln 
ist verhältnismäfsig umständlich; daher ist das nachfolgende, von 
Rebhann*) angegebene zeichnerische Verfahren sehr wertvoll. 

Die Wand sei eben, der ErdkOrper oben durch eine beliebige, 
rechtwinklig zur Bildebene stehende gekrümmte ßC begrenzt. 
Der Winkel, um welchen der Erddruck D von der Normalen zur 
Wandfläche abweicht, kann noch unbestimmt (von q) verschieden) 
gelassen und mit d bezeichnet werden*'*') (wobei die Richtung der 
Abweichung so gedacht ist, wie sie bei abgleitendem Erdkörper 



*) Rebhann, Theorie des Erddrucks nnd der Futtermauern. Wien 1870, 
S. 309. 

**) Vergl. die Fnfsnote anf S. 390. 
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auftritt). AG wk iS» Gleitebene (Fig. 199), dann haltm sich an 
dem Erdprisma ABG ^t Kräfte Q, D nnd IT im Gleichgewiclit 
und bilden das Erftftedreieck 



Fig. 199. 




JSLH, welches sieb dadurch 
von dem entsprechenden Dreieck 
in Fig. 194, S. 390 unterscheidet, 
dafs der linksseitige Aulsenwinkel 
hier a + ^ ist 

Die för die Oleitfläche mafs- 
gebende Bedingung dD:dd = 
oder dD^O'dd 

kann nun so gedeutet werdent dafs, 
wenn die Schnittebene (nebst 
dem daran auftretenden Wider- 
stände W) vmdd verdreht wird, 

die Kraft D ihre Gröfse beibehält GAGy^ sei dieser Winkel dd, 
im Kräftedreieck durch EHJ dargestellt; dann ist JLH das 
Kräftedreieck f&r das Gleichgewicht des Körpers ABG^, Das 
Stflck EJ^ um welches Q sich vermindert hat, ist hiemach gleich 
dQ^y-AGG^. 

EIIJ und AG Gl können als unendlich kleine Ausschnitte 
mit dem Zentriwinkel d& angesehen werden und verhalten sich 
daher wie die Quadrate der Radien, d. h. 

\\ EHJ ^ Em 

^ AGGy^ AG^' 

EHJ und EHL verhalten sich aber wie die Grundlinien EJ 
und EL oder wie dQ und Q, also 

EHJ ^dQ^ AGG^ 
EHL Q ABG ' 

verbindet man dies mit Gl. 1, so entsteht 

EBL ^EH^ 
ABG^ AG^' 

Man kann aber leicht ein dem Kräftedreieck ähnliches Dreieck 
zeichnen, welches zu ihm in dem linearen Verhältnisse AG: EH 
steht; man lege nämlich durch A die natürliche Böschung AN^ 
so dafs 2^GAN=&-'(p wird, ziehe dann GN so, dafs a + <J bei 
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N als Anäeowinkel des Dreiecks AON erscheint, dann ist dieses mit 
dem ErSftedreieck winkelgleich and ähnlieh, nnd fQr ihre Inhalte gilt 

EHL ^ EIP 

AGN AG^' 

Die Verbindung der beiden letzten Gleichungen fQhrt auf 

2) AGN^ABG. 

Die Gleichheit der Flächen AGN und ABG ist 
also die Bedingung für die Gleitebene AG. 

Im Kräftedreieck ist 

q EL' ^ 

in demselben Verhältnisse stehen aber in dem ähnlichen Dreiecke 
4öiV die Seiten GN und AN, so dafs 

^'=^ÄN^y-^^^ÄN'=y'^^^'ÄN 

wird. Das Dreieck AGN lärst sich aber leicht Id dem Verhältnisse 

GNiÄN verkleinem: Macht man NP==NG und zieht PG, so 

ist PGN'.ÄGN^PN'.AN 

-=GN:AN, 
also ist 

3) D^yPGN, 

d. h. der Erddrack D ist gleich dem Gewichte eines 
Erdprismas von Querschnitt PGN. 

Bei beliebiger oberer Begrenzung BC zeichne man hiernach 
die natürliche Böschung durch A , ziehe nach dem Augenmafse A G 
und prüfe nun die Gleichheit der Flächen ABG und AGN^ 
welche man nach einigen kleinen Verschiebungen von G mit ge- 
nügender Genauigkeit erreichen kann. 

Die Gerade GN, welche mit AN den Winkel a + 5 bildet, 
schneidet die Wagerechte offenbar unter dem (um (p gröfseren) 
Winkel a + ^+9?. Die Richtung von GN ergibt sich daher 
leicht, indem man an die Wandfläche AB (Fig. 199) (welche gegen 
die Wagerechte die Neigung a hat) bei A den Winkel d + (p nach 
aufien anträgt (für d^cp also 29?). Zu dieser Stellungslinie 
ist dann G N parallel zu ziehen. 

Bei ebener Erdoberfläche läfst sich die Gleitebene unmittelbar 
finden (Fig. 200). Hat sie nämlich die Lage AG^ und mufs also 
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ABO^AGN sein, so ist die Hohe dieser beiden Dreiecke mit 
gemeinsamer Orandlinie ^ G die gleiche. Daraus folgt, dab, wenn 
NF II AG gezogen wird, 



BG^GF 
sein mnfi. Trägt man 



JRg. 200. 



den 



Winkel ^+ V' dies Mal bei B 
an die innere Seite der Wand, 
so dafs BK die Stellangs- 
linie irird (zu welcher GN 
parallel sein mafs), so erhält 
die^ignr nun 2 Paare von 
Parallelen, woraus sich fol- 
gende Verhältnisse ergeben: 

GF AN 




GE AE 
oder, weil BG^GF, 

AN KN 



und 



BG ^KN 
GE NE' 



AN— AK 



'ÄE" NE'^ AE—AN' 

Dies gibt AEAN—AN'^-^AEAN—AEAK oder 

4) Am^AE'AK, d.h. 

der Punkt N ist so zu bestimmen, dafs AN die mittlere 
Proportionale zu AE und AK ist. Man beschreibe daher 
aber AE einen Halbkrei s und ziehe durch K die Rechtwinklige 
KR zu AE^ dann ist AR^^AE-AK. Man braucht sonach 
nur AN='AR zu machen; zieht man dann NG || BK, so ist 
AG die Gleitebene. Das Erddruckdreieck PGN ergibt sich, 
wie vorher. 

Wählt man auf der Wandfläche einen anderen Punkt an 
Stelle von A, so entsteht eine mit Fig. 200 vOllig ähnliche Figur. 
Bei ebener Oberfläche BE sind demnach die Gleitebenen fQr alle 
Stellen der Wand miteinander parallel; die Fläche des Dreiecks 
PGN ist mit AB^ proportional, der Erddruck also von der Form 
D^y^kh^. Hiernach ist die Darstellung der Verteilung des 
Druckes über die Wandhöhe ein Dreieck, dessen Grundlinie 
kh man erhält, indem man PGN in ein Dreieck von der Höhe h 
verwandelt 
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Fig. 202. 



Ist der Punkt E f&r die Zeichnung nicht verwendbar (Fig. 201). so 
zieht man dnrch K eine Parallele KKy^ vi BE nnd kann nun den Halb- 
kreis über AB zeichnen und K^Bxi^AB 
legen; dann \%t ABi^=AB*AK^, Macht Fig. 201. 

man daher AN^ = ÄBx^ so sind die Strecken 
zwischen den Punkten A^ K^^ N^ und B 
proportional denen zwischen Aj K, N und 
Ey so dafs eine Parallele ^^j^ zu BE den 
Punkt N liefert. Bei dieser Vergröfserung R^ 
der proportionalen Teile wachsen aber auch 
die Fehler, so daTs es rätlich ist, zu prüfen, 
ob auch N und B gleich weit von der 
Gleitebene AG abstehen. 

Hat die Oberfläche die natürliche Böschung f> (Fig. 202), so 
föllt E (Fig. 200) in unendliche Ferne, und es wird auch AN=oo^ mithin 
auch BG = oo , Die Gleitfläche ^ G^ ist also 
von A nach dem unendlich fernen Punkte der 
Geraden BE zu ziehen, fällt sonach mit AK 
zusammen. Es findet hiermit Gl 13 S. 393, 
wonach i$t=^ wird, ihre Bestätigung. Das 
Erddruckdreieck würde nun nach dem bisherigen 
Verfahren in unendliche Ferne rücken, kann 
aber, weü GN und BK (Fig. 202) jetzt 
zwischen Parallelen liegen, also gleich sind, 
an jeder beliebigen Stelle zwischen diesen 
Parallelen gezeichnet werden (Fig. 202). 

Ist der Querschnitt des durch die Oleitehene abzutrennenden 
Erdprismas nicht ein Dreieck, sondern ein Viereck (Fig. 203), 
so kann man, weil es (Fig. 199) nur auf die Gröfse, nicht auf 
die Form der Fläche ABG ankommt, das Dreieck ABC (in 
Fig. 203) in ein solches ABiG verwandeln, dessen Spitze Bi auf 
der Verlängerung von EG liegt. Damit nun ABiG=^AGN 
werde, hat man durch Bi eine Parallele B^K zur Stellungslinie 
BD ZVL ziehen und nun den Punkt K 
wie in Fig. 200 zu benutzen. In diesem 
Falle findet die auf S. 400 besprochene 
Gleichheit der Verhältnisse bei anderer 
Wahl des Punktes A auf der Wandfläche 
nicht mehr statt, und es ist nicht mehr 
D=-^l%1ch^ (vergl. S. 395). 

Einflufs einer Belastung der Ober- 
fläche. Wir denken uns die über die Oberfläche gleichmäfsig 

Keclk, EIastizittt8l«bre. II. ^^ 




Fig. 203. 

Bi O Q 
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verteilte Belastung q td. ^* auf die Dichte y der Erde reduziert, 
so dafs die entsprechende Belastungshöhe dh^q:y wird nnd 
diese Erdschicht durch die Linie B'G'jBG (Fig. 204) begrenzt 
erscheint. Reichte die stützende Wand AB über B hinaus 
bis B\ so würde der Erddruck D in bekannter Weise zu 
ermitteln sein und seine Verteilung über die Fläche AB' sich 
durch das Dreieck KLH 



OL^^ 



Fig. 204. 

(Fig. 204) darstellen lassen. 
Denkt man sich nun den der 
Belastung entsprechenden Teil 
des Erdkörpers oberhalb BG 
bis zur Gleitfläche AG' er- 
starrt, so übt er einen Druck 
auf das Stück BB' der Wand 
nicht mehr aus; der Druck 
auf die Wand AB bleibt aber 
ungeändert und seine Ver- 
teilung wird durch das Trapez 

DFHK ausgedrückt, wäh- ^ Hu 

rend das Dreieck I>LF der Druckfigur verschwindet 

Ohne die Belastung würde das Dreieck FHJ die Verteilung 
des Erddruckes D auf die Wand AB darstellen, durch die Be- 
lastung kommt das Bechteck DFJK zu der Druckfläche hinzu. 
Ist die Druckfigur JFH ohne Belastung schon bestimmt, so erhält 
man diejenige mit Belastung, indem man die Seite HF bis zum 
Schnitt S mit der Belastungslinie verlängert und SK || JF zieht. 




f ) Anwendung auf die Berechnung von Stützmauern. 

Für die Standsicherheit von Stützmauern ist mafsgebend, dafs 
in den Fugen weder ein Abgleiten noch ein Überschreiten der 
zulässigen Druckspannung vorkomme. In den meisten Fällen ist 
die unterste Fuge des freistehenden Teiles der Mauer die am meisten 
gefilhrdete; diese möge daher betrachtet werden; doch gilt das 
Bechnungsverfahren auch für jede höher liegende E^uge. Die Bichtung 
der Fugen ist einstweilen wagerecht gedacht (Fig. 205). 

Der Erddruck D möge nach dem vorhergehenden vollständig 
ermittelt sein und von der Normalen zur Wandfläche um den vollen 
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Keibungswinkel q> abweichen. Mit ihm setzt sich das Gewicht 

O der Mauer, dessen Bichtnngslinie in dem Abstände ^ an ^ 

vorbeigehen möge, zn der Mittelkraft B 

zusammen. Letztere schneide die Fuge 

in dem Punkte U mit dem Abstände t 

von der Aufsenkante 2> und bilde mit der 

Lotrechten den Winkel ß. 

Zerlegt man D in wagerechte und 
lotrechte Seitenkräfte JT und T, so ist, 
wenn a den (in der Figur stumpfen) 
Neigungswinkel der Wand bedeutet, 

jr=2>sin(a + <p) 
und Fs= — i>cos(a4-9) 

(weil D mit der Lotrechten den Winkel a + y) bildet). Die wage- 
rechte Seitenkraft von JB ist dann T'=*JC^Dsin{a + q)), die 
lotrechte iV--ö+ Y-='ö — l> cos (a + ^p) und 




1) 



T 



2> sin (a + (p) 



N (? — Z>C0s(a + <p)' 

Die Lage des Spannungsmittelpunktes U der Fuge findet man 
mittels der Momentengleichung in Bezug auf A. Das Moment 
von jR ist gleichbedeutend mit dem von N, nämlich N{d — t)^ 
das Moment von D gleichwertig mit dem der normalen Seitenkraft 



gegen die Wandfläche, nämlich DcQ%(p 



e 



sma 



Daher wird 



§0 

N{d—t) = Dcos<p- hGff oder 



2) 



sma 



d — t^ 



Gg + Dü 



C0S<JP 

sina 



ö^ — /> cos (a + 93) ' 

Legt man einen trapezförmigen Mauerquerschnitt zu Grunde, 
wobei a und a^ die Grundrisse der Seiten AB und CD sind, so 
kann das Trapez als Unterschied des vollen Rechtecks dh und der 
Dreiecke ^liah und ^lia^h betrachtet werden, so dafs f&r ein 
Mauerstück von der Länge Eins 

G = 72;^! A (2 d — a — «i) und 

Qg^ 73^1 ^ (rf^- 73a2- «i [d—^lza^]) 

= 72^1 A (d^ — ai d 4- 73 [a\ - a?]) 

26* 
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ist, wenn y^ die Dichte und das Gewicht der Baameinheit des 
Mauerwerkes bezeichnet. Hiernach wird ans Ol. 1 und 2: 

m to ß l>sin(a + y) 

A\ ff f— _^ Sing 

Die Gefahr des Gleitens ist meist nicht mafsgebend fflr die 
Sicherheit der Mauer, weil man ihr leicht durch Neigung der 
Fugen entgegenwirken kann; bestimmend ist vielmehr die Lage des 
SpannungsmittelpuDktes U und die GrOfse des Normaldruckes iNT, 
aus welchen dann die Verteilung der Normalspannungen sich er- 
gibt. £s ist bei Stützmauern meistens nicht erforderlich, dafs der 
Punkt U innerhalb des Eemes, also des mittleren Drittels der 
Fuge, bleibe; die Erfahrung lehrt, dals der Punkt U etwas au&er- 
halb des mittleren Drittels der Fuge I>A liegen kann, ohne dafs 
die stärkste Druckspannung a^ das zulässige Mafs überschreitet* 
Aus diesem Grunde lä&t sich fQr Mauern trapezförmigen Quer- 
^IShnittes nicht eine ganz bestimmte Formel fQr die unter allen 
Umständen erforderliche oder zweckmäfsige Mauerstärke angeben, 
vielmehr werden meist einige Proberechnungen erforderlich sein, 
bis man diejenige Stärke gefunden hat, welche in Bezug auf die 
Grölsen d^t, Od und ß nach allen Sichtungen befriedigt. 

Man kann die probeweise Rechnung mit zunächst als wahr- 
scheinlich angenommenen Mauerstärken beginnen; fOr mittlere Fälle 
erhält man übrigens ziemlich befriedigende Verhältnisse, wenn man 
die Bedingung stellt, dals der Punkt ü um V^ ^ ^oi^ der äufseren 
Kante D liege, dafi also d — t—^/bd sei. Setzt man diesen Wert für 
d—tm Gl. 4 ein, so erhält man die nach d quadratische Gleichung 

^ \6 3 3 y-h I 9 3;'«smaÄ 

Die stärkste Eantenpressung ist nach Bd. 1 S. 235 Gl. 15 
.. 2 iV 2 G- 2>cosfa + <p) 
^> ^''=3T==3 't • 

Beispiel: Eine Stützmaner kehre einem überhöhten Erdkörper eine lot- 
rechte Fläche zu (es sei « = 90°, a = 0). Der Beibnngswinkel ^ des Erd- 
reiches betrage 30 ^ Manerhöhe and Überhöhung \ seien beide gleich b^ 
lind der äufsere Anlauf o, der Mauer V6Ä=lni (Pig. 206). 
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Danu ist nach der Tabelle auf S. 397 
D = 7,6/; C08(a + jp) = — 8in30'= — 0,5; sin (a + f>) = cos y» = 0,866 . 
Nach 61. 5 wird, wenn man e = ^/th setzt (yergL 8. 396) 

<i. + 2 d (> + vo "^'^ • ^:"'^ = '/» + »/» • "^'^ • r °'^^^ • 

7*1 ö 3 7*1 

Es möge 1 o^o Erde /^^slGOOirff wiegen; eine Mauer aas Ziegeln ist etwa 
ebenso schwer, so dafs dann ^ a^/» ' 

y:y^ = l] für Bmchstem-: --jj^.. 

manerwerk kann ;', = 2000, i^ 

also y : y^ = 0,8 gesetzt 
werden. Die Annahme 

r = ri liefert <i=l,86m 
^=0,87*1 aber d=l,73«. 

(Das Gewicht 6^ der dich- 
teren Brnchsteinmaner lie- 
fert mit D eine Mittelkraft 
B. die mehr nach rechts 
liegt, also einer günstigeren 
Lage des Spannnngsmittel- 
pnnktes U entspricht und 

deshalb eine geringere 

Mauerdicke d erfordert. 
Wählen wir hiemach Bruch- 
stein , nehmen 7^ = 1 600 , 
>'i=2000 und c?=rd.l,8»n, 
80 wird die obere Mauer- 
stftrke gleich 0,8 in. Femer 

(?==l,3.5.7'i = 13000k8r, 
D=7,6. 1600= 12160 kg, 

N=^ 13 000 + 6080 = 19 080 kg, 
T= 12 160 . 0,866 = 10 530 kg. 
Hiermit wird (Gl. 1) 

ö . ^ == |5 • 0,8 . 0,4 + 2,5 (0,8 + 0,33)} 2000 = 8850 ™/kg . 

Daher nach Gl. 2 

, , 8850+12160.0,866.*/» , ot» 

^-* = I9Ö8Ö =^'^^" 

«=1,80 — 1,37 = 0,43 m. 

Mithin ist bei mangelnder Zugfestigkeit die wirksame Breite der Grandfuge 
gleich 3.0,43= 1,29m und die gröfste Dmckspannung 

^^ = l?^'-?. = 29 500 kg/„. = 2,95 at , 

Die Sicherheit gegen Gleiten entspricht mit i9 = 29<> eben den Anfordemngen. 
Die Anstrengung des Mauerwerks ist mit rund 3«* sehr gering. Gleichwohl 
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fet M nicht rätlicb, die Maaentärke geringer za wählen, weil bei einer niir 
geringen Vermindening von d der Spannungsmittelponkt u sich verhältnismäfsi ▼ 
schoell der AnfS»eokante n&hert. 

Vorteilhaft wtkrde es dagegen sein, wenn man die Fngen nach rückwärts 
abfallend neigte, wodurch der Winkel ß entsprechend kleiner aasfiele. Aach kann 
man den Manerkörper im Bereich des nnwirksamen Teiles der Grandfage 
etwa nach der panktierten Linie (Fig. 206) rerkleinem, wodarch aneh die 
grdlste Kantenpressnng noch am etwas rerringert werden würde. 

g) Spannangen in einem Pnnkte eines ErdkSrpen. 

Die Bd. I S. 70 ff. sowie S. 192 ff. entwickelten allgemeinen 
Beziehungen zwischen den Kräften an einem Teilchen eines Körpers 
gelten auch f&r ErdkOrper, soweit die sich ergebenden Spannungen 
mit der Beschaffenheit einer Erdmasse vertraglich sind. 

Es soll hier nur der einfachere Fall behandelt werden, wo der 
ErdkOrper durch Zylinderflächen begrenzt ist, deren Erzeugende 
rechtwinklig zur lotrechten Bildebene stehen; auch möge sich der 
Erdkörper zu beiden Seiten der Bildebene weit genug erstrecken, 
so dafs diese als eine Symmetrieebene für den Körper angesehen 
werden kann. Dann mufs die Spannung an jeder zur Bildebene 
rechtwinkligen Schnittfläche mit der Bildebene parallel sein. Läfst 
man daher die Scbnittebene sich um eine durch P gelegte Winkel- 
rechte zur Bildebene drehen, so werden die entsprechenden 
Spannungen p sämtlich in der Zeichenebene liegen und die Mittel- 
punktsstrahlen der Spannungsellipse bilden. 

Diese Spannungen p stehen im allgemeinen schief zu den be- 
treffenden Schnittebenen; nur die Hauptspannungen ö^ und Oo 
sind reine Normalspannungen und stellen zugleich gröfste und 
kleinste Spannung fQr alle durch die Achse P zu legenden Ebenen 
dar. (Die gröfsere der beiden Hauptspannungen, dem Zahlenwerte 
nach, soll stets cr^ sein.) 

Wir setzen zunächst voraus, dafs (Fig. 207) die Haupt- 
spannungen bei P, fiämlich PÄ = Oy und PB=Oc^, nach Bichtung 
und Gröfse gegeben seien, u. zw. als Druckspannungen; dann soll 
die Spannung p an einer Schnittebene EPy die mit der Bichtung 
<T] den Winkel a bildet, nach Gröfse und Richtung bestimmt werden. 
Schneidet man ein unendlich kleines Prisma PRS (von der Länge 
= 1 rechtwinklig zur Bildebene) aus dem Erdkörper heraus, dessen 
Fläche PS in der Ebene EP liegt, während PR und RS die 
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Fig. 207. 



Richtungen der Hauptspannungen haben, so müssen an diesem Prisma 
die Flächenkräfte einander das Gleichgewicht halten. Ist PS==d8, 
so wird 

Pi2 = rf«cosa, RS=d8Sma, 

An PJR wirkt nun eine Normalspannang ^2, daher 
eine Drackkraft Ö2d8C0sa^ an BS eine Druck- 
kraft Ol d 8 Bin a. Mit beiden mufs die schiefe 
Druckkraft pd8 an PS im Gleichgewichte sein. 
In dem Verhältnisse der Spannungen wird nichts 
geändert, wenn man den gemeinsamen Faktor d8 
fortläfst, so dafs p mit a^ cos a und a^ sin a im 
Gleichgewichte sein, also ein geschlossenes Eräfte- 
dreieck bilden mufs. {a^ sin a und O2 cos a sind 
die rechtwinkligen Abstände der Punkte A und B 
von J?P, daher leicht abzugreifen.) Durch das 
Kräftedreieck ist p nach Qröfse und Sichtung völlig 
bestimmt und kann leicht als PQ an den Punkt P parallel verschoben 
werden. Aus dem Dreieck ergibt sich noch 




^•^i« 



1) 



tg>l = 



O2 cos OL 

Oy sin a 



02 



Oitga 



oder tga-tg>l = ~. 



Für a = ist >i = 900, für a = 90ö ist >i = 0. Nur in diesen 
beiden Fällen steht p rechtwinklig auf der Schnittebene, ist 



a 4 >l = 90 ^ . Liegt a zwischen und 
spitzer Winkel; denn man findet 



90°, so ist OL + A ein 



f,,r«a.J?^ tga + tg >t 



oder nach Gl. 1: 



2) 



tg(a+>l) = 



tga + 



^itga 



1-^ 



was für einen positiven, endlichen Wert von tga (und für (^1X^2) 
auch stets positiv und endlich ist (während für einen stumpfen 
Winkel a + A die Tangente negativ sein müfste). 

Die Richtung PQ der Spannung p weicht von der Normalen 
PN der Schnittebene um einen Winkel d ab, dessen Gröfse sich 



' 
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daratu ergibt, dsft a + A, + d—90'* ma muü; es wird daimdi 

d-90«-(a + /l>. mithin 

Die AbweichoDg ö wird am grO&ten fflr denjenigen Neigungswinkel 
a der Schnittebene» welcher tg(a + x) oder in 61. 2 den Zähler 
za einem Minimum macht Setzt man die Abgeleitete dieses 

Zfthlers (nach a), n&mlich — = ;!-— =o, so entsteht 




I 



3) tga«±yj 

und hiemach 

Zu den beiden Winkeln a nach Ql. 3 gehört dann je ein Winkel i, 

fflr den GL 1 tg >1 « ±1^ - ergibt, so dafs fflr diejenigen beiden 

Schnittebenen PG und PG^ (Fig. 208), deren Spannungen p am 
stärksten von der Normalen abweichen, i » a wird. . Diese' Schnitt- 
ebenen liegen symmetrisch zur Richtung der ersten Hauptspannung 
(T|; die Spannung der einen Ebene fUlt in die Sichtung der 
anderen, und umgekehrt 

Bedingungen (ttr den Grenzznstand der Buhe eines Erd- 
kSrpers ohne Scherfestigkeit. In einem solchen Erdkörper kann 
vermöge der Reibung der Druck p höchstens um den Reibungs- 
winkel (p von der Normalen abweichen. Ist nun in irgend einem 
Punkte P 

SO befindet sich der Körper im Qrenzzustande der Buhe, und 
diejenigen beiden Flächen, fflr welche d^(p wird, sind die 
Gleit flächen dieses Punktes. Da nach Fig. 208 der Winkel 
G^ PN^ == 2 a + d««, = 2 a + 9? = 90 , so wird fflr die Qleitflächen 
5) a=V3(90«-95). 

Um diesen Winkel weicht jede der beiden Oleitebenen you der 
ersten Hauptspannung ab. Sodann gibt Ol. 3: o^iaj^tg^a oder 

^'^ o,^^^ 2 "l+sin^' 



h) Spannungen im wnhegremten Erdkörper. 
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Fig. 209. 




Im Grenzzustande der Buhe haben also die beiden Hanpt- 
spannoDgen dieses bestimmte Verhältnis. (Fflr 97 »30^ schliefsen 
die beiden Qleitebenen einen Winkel 2a»60^ ein, in dessen Mitte 
o^ liegt; es ist dann o^iaj^Vs.) 

h) SpaDnnngen in einem nnbegreuten ErdkSrper mit ebener 

Oberfl&che. 

Ist ß die Neigung der oberen Begrenzongsebene gegen die 
Wagerechte und legt man durch den ErdkOrper die lotrechten 
parallelen Schnitte AB und AiBi^ sowie den Schnitt AAi 
parallel der Oberfläche (Fig. 209), so wirkt 
auf den Körper ABBiAi als Massenkrafb die 
Schwere. Die Spannkräfte D an den lotrechten 
Ebenen müssen (wegen der gleichartigen Zu- 
stände in dem seitlich unbegrenzten ErdkOrper) 
gleich und entgegengesetzt gerichtet sein und 
in gleichen Tiefen unter der Oberfläche an- 
greifen; sie mögen etwa die punktierten 
Sichtungen haben. Der Widerstand W der Ebene AAi mufs dem 
Gewichte Q gleich und entgegengesetzt sein (nach der Gleichung 
der wagerechten und lotrechten Kräfte), mufs sich aber auch (des 
gleichartigen Zustandes wegen) gleichmälsig über AAi verteilen, 
daher in die Mitte yon AAi fallen und sich mit Q völlig aufheben. 
Daraus folgt dann weiter, dafs auch die beiden D nicht ein Kräfte- 
paar bilden können, sondern in dieselbe Bichtungslinie fallen, d. Il 
der Oberfläche parallel sein müssen (wie die voll ausgezogenen 
Bichtungen in der Figur darstellen). Die Bichtung der Oberfläche 
und die Lotrechte sind also in der Weise miteinander gepaart, 
daä die Spannungen an lotrechten Ebenen parallel der 
Oberfläche, die Spannungen an den mit der Oberfläche 
parallelen Ebenen aber lotrecht sind. 

Dieser Satz gestattet die Anwendung des Bebbann*schen 
Verfahrens (S. 398) auf die Ermittelung der Gleitflächen eines 
Punktes A ftr den unteren Grenzzustand der Buhe. 

. ^ jB sei eine kleine lotrechte Schnittfläche im Erdkörper (Fig. 210), 
an welche sich BC parallel der Oberfläche anschliefst. Der 
2Ln AB auftretende Druck schliefst mit der Wagerechten (der 
Normalen zur Schnittebene) den Winkel ß ein. Der auf B C lastende 
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Drnck der oberen Erdmasse kann als eine gleichmärsig verteilte Last 
angesehen werden, welche nach S. 402 keinen Einflufs anf die Neigung 
der Gleitebene hat, so 

dals man bei Bestim- Fig. 210. 

mang der letzteren 
BC als jfreie Ober- 
fläche behandeln kann. 
An Stelle des auf 
S. 398 benutzten Win- 
kels d tritt hier ß, 
und die Stellungslinie 
BK mufs von AB 
xxm ß+ q) abweichen. 
Man findet nun den ^^^---A/__-- - 

Punkt N in bekannter 

Weise, zieht NG \\ BK und hat damit eine Gleitfläche ^(;J^ ge- 
funden. Die zweite Gleitfläche AGi ergibt sich, wenn man den 
Erdkörper links von A B betrachtet und dasselbe Ver&hren anwendet; 
nur ist dabei zu bedenken, da(s man den Winkel ß jetzt negativ 
setzen mufs, oder dafs die Stellungslinie BK^ mit AB den Winkel 
(p — ß einschliefst. Zur Prüfung der Richtigkeit kann dienen, dafs 
die beiden Gleitflächen um 90^ — (p voneinander abweichen müssen. 
Die Richtung der ersten Hauptspannung ö^ halbiert diesen Winkel. 

Die Neigungen der Gleitflächen hängen nur von ß und (p ab, 
sind von der Lage des Punktes A unabhängig; im seitlich un- 
begrenzten Erdkörper mit ebener Oberfläche sind 
daher die Gleitfächen Ebenen. 

Man kann nun auch die Gröfse des 
Druckes D an einer lotrechten Ebene 
bestimmen (Fig. 211), indem man die 
Schnittebene AB bis zur Oberfläche 
reichen läfst und nach gefundener Gleit- 
fläche das Druckdreieck FGN zeichnet. 
Da bei einer Veränderung der Höhe 
AB^h die Figur sich ähnlich bleibt, so 
ist die Dreiecksfläche FGN proportional mit h^ und D^^ikh^ 
zu setzen. Verwandelt man FGN in ein Dreieck von der Höhe A, 
so ist dies die Druckverteilungsfigur für AB. 



Fig. 211. 




hj Spannutigen im unbegrenzten Erdkörper. 
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Fig. 212. 




Nach Ennittelung des Druckes auf die lotrechte Ebene AB 
kann man nun auch den Druck J?i gegen eine beliebig geneigte 
Ebene ABi bestimmen, denn das Gleichgewicht der Kräfte an 
dem Körper ABB^ erfordert, dals Z>i die Mittelkraft sei aus D 
und dem Gewichte G von ArBBi . Dieser Druck 2>i geht durch 
den unteren Drittelspunkt von AB^^ ist daher auch von der Form 
2>i = V2 Äi 7*2 . 

Hiernach kann man leicht fQr jede Schnitt- 
ebene im unbegrenzten ErdkOrper mit ebener 
Oberfläche die Druck Verteilung für den unteren 
Grenzzustand der Buhe ermitteln. 

Bei wagerechter Oberfläche sind (nach 
dem Satze auf S. 409) die Spannungen an lot- 
rechten und wagerechten Schnitten Normal- 
spannungen (Fig. 212). Auf diesen Fall finden die Untersuchungen 
von S. 380 Anwendung, bei denen an einer lotrechten Ebene ein 
reiner Normaldruck vorausgesetzt war. Die dort gefundene, 
als eben angenommene Gleitfläche, welche mit der Wagerechten den 
Winkel y2{90^ + (p), mit der Lotrechten den Winkel V2(90« — ?>) 
bildete, findet bezüglich dieser Neigung hier ihre Bestätigung; die 
zweite Gleitebene liegt symmetrisch, und beide schliefsen den 
Winkel 90^ — q? ein (wie es nach S. 408 sein mufs). In einer 
Tiefe 1/ unter der Oberfläche ist die lotrechte Hauptspannung 
ö, =/y, die wagerechte (nach S. 382) 

a^=ki/=^ytg^(4b^—y^(p)'i/. Für <p=30^ ist o^=yy, 02^^lzyy) 
Das Verhältnis a^ : c^ stimmt mit Gl. 6 S. 408 überein. 

Ist die Oberfläche unter dem natürlichen Böschungs- 
winkel (p geneigt (Fig. 213), so weicht der Druck an lotrechter 
Schnittebene, weil er mit der Oberfläche parallel, 
um q) von der Normalen ab. Die lotrechte 
Ebene ist daher eine Gleitfläche. Die zweite 
Gleitfläche eines Punktes A liegt parallel der 
Oberfläche, weil der an solcher Schnittebene auf- 
tretende lotrechte Druck auch den Winkel 
90^— </^ mit der Ebene bildet. Die Richtung 
der Hauptspannung ö^ ist daher gegen die Lot- 
rechte um 45^ — ^li(p geneigt. Während sich 
also die Oberfläche von der Wagerechten aus um den Winkel (p 



Fig. 213. 
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links herum dreht, erfahren die Bichtongen der Hanptspannungen 
und der Gleitflächen eine gemeinsame Drehung rechts herum, u. zw. 
um den Winkel 45 ^ — V2 9^ • 

Bei der Aufsuchung des Erddrucks eines unhegrenzt überhöhten 
Erdkörpers gegen eine lotrechte Wand (S. 393) war die Wand 
selbst als eine Gleitfläche angenommen, weil man an ihr den vollen 
Beibungswiderstand yoraussetzte ; die zweite ergab sich parallel der 
natürlichen Böschung. Diese Verhältnisse stimmen mit denen am 
unbegrenzten Erdkörper überein, so dafs die dort gemachte An- 
nahme einer ebenen Gleitfläche einleuchtend erscheint Die auf 
S. 394 gefundene Gröfse des Erddrucks I}=y2yh^cos(p wird daher 
für den unbegrenzten Erdkörper ebenfalls richtig sein. 

Für den oberen Grenzzustand der Ruhe lassen sich in entsprechender 
Weise die Gleitflächen finden, wenn man das, in sinngemäfser Weise für den 
passiven Erddruck abgeänderte, Bebhann'sche Verfahren anwendet. Die 
Gleitflächen haben dann im allgemeinen andere Richtungen. Von der ersten 
Hauptspannnng <r^ weichen sie wieder je nm 45 ^ — V* 9 &b ; während aber 
bei wagerechter Oberfläche im nnteren Grenzzustande die erste Hanptspannnng 
c^ lotrecht, die zweite tr^ wagerecht war, tritt fQr den obere,n Grenzznstand 
das Entgegengesetzte ein, so dafs «rj wagerecht, <r| lotrecht steht. Bei einer 
Drehung der Oberfläche dreht sich die Richtung von «r^ in dem gleichen Sinne. — 
FQr ß = ^ (Fig. 213) ist nur eine Stellung der Gleitflächen, also auch nur 
ein Gleichgewichtszustand möglich ; die beiden Grenzzustände fallen zusammen.*) 

i) Richtung des Erddruckes gegen eine feste Wand. 

In den Untersuchungen S. 390—397 wurde die Voraussetzung 
gemacht, dafs an der Wand der volle Reibungswiderstand zur 
Wirkung komme. Dies fahrt in Verbindung mit der allgemein 
gemachten Annahme einer ebenen Gleitfläche in den meisten 
Fällen auf Widersprüche. Benutzt man für die Wand denselben 
Reibungswinkel (p wie fQr das Innere des Erdkörpers, so be- 
deutet die erstere Voraussetzung das Zusammenfallen einer Qleit- 
fläche des Erdkörpers mit der Wand. Dann verlangt aber Gl. 5 
^. 408, dafs die zweite Gleitfläche des Fufspunktes A der 
Wand von der ersten Gleitfläche, also der Wandebene, um 
90^ — 99 abweiche. Die Bestimmung der im Erdkörper gelegenen 
Gleitfläche nach Gl. 7-S. 391 führt dagegen im aligemeinen auf 

*) Mohr, Erddruck; Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Vereins Hannover 1871, 
S. 357. 



i) Bichtung des Erddruckea gegen eine feste Wand. 
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einen anderen Winkel. Für gp = 30" wird 90^ — 9) = 60o. Bei 
Aj=0, a«90« nnd (p=^m^ Uefert Gl. 9 S. 392 # = 54020', 
während die Gleitfläche im Punkte ^ nur 90^ -~60<)=»30o Neigung 
gegen die Wagerechte haben dürfte, wenn die Wand eine Gleitfläche 
ist, wogegen im unbegrenzten Erdkörper mit wagerechter Ober- 
fläche der Neigungswinkel der Gleitebenen 45 ^ + V» 9^ = 60 ^ be- 
trägt. — Bei A| = oo liefert 61. 13 S. 393 unabhängig von a für 
# den Wert 9), so dars die beiden Gleitflächen um a — (p (anstatt 
um 90^ — qp) gegeneinander geneigt wären; im unbegrenzten Erd- 
körper würde #==9) richtig sein. 

Hieraus kann man schliefsen, dafs, wenn an der Wand die 
volle Beibung wirkt, die andere Gleitfläche durch A im allgemeinen 
eine krumme Fläche sein mufs,*) welche bei A mit der Wand 
den Winkel 90^ — q> bildet, bei weiterem Verlaufe aber sich der 
entsprechenden Gleitebene des unbegrenzten Erdkörpers mehr und 
mehr nähert. Mit einer solchen krummen Gleitfläche zu rechnen, 
würde aber sehr schwierig sein. 

Es liegt der Gedanke nahe, die Spannungs Verhältnisse des 
unbegrenzten Erdkörpers auch auf die BerechnuDg des Druckes 
gegen eine Stützmauer anzuwenden, indem man die Stützwand 
(welche den Erdkörper abschliefst) wie eine Schnittebene im un- 
begrenzten Erdkörper behandelt Dann würden die Gleitflächen 
tatsächlich Ebenen sein, der Druck auf die Wand schliefst dann 
aber mit der Normalen einen Winkel ein, der sich nach Fig. 211 
S. 410 bestimmen läfst; dieser Winkel ist 
Null, wenn die Wandfläche parallel mit o^ , 
er ist gleich q>, wenn die Wand die Neigung 
einer Gleitfläche hat, und liegt sonst zwischen 
Null und (p. Diese Übertragung der Span- 
nungsverhältnisse des unbegrenzten Erdkörpers 
auf den Druck gegen eine Wand ist aber 
auch nicht widerspruchsfrei. So z. B. erfährt 
eine lotrechte Schnittebene (Fig. 214) von 
beiden Seiten gleiche, aber entgegengesetzte 
Drücke 1>, doch wird man nicht zugeben können, dafs die Stütz- 
wand AiBi den gleichen Druck nach Gröfse und Bichtung auszuhalten 



Fig. 214. 




') Vergl. M filier- Breslau, „Erddruck auf Stützmauern" 1906 S. 25ff. 



414 Fünfter Abschnitt. Erddruck und StütznuMucm, 

habe wie die Stützenwand AB. Unter gewissen BesehränkaDgen 
kann man allerdings wohl den Dmck auf Stützmaaem aus dem 
Verhalten des unbegrenzten Erdkörpers entnehmen und das in Fig. 211 
8. 410 gezeigte Verfahren zu seiner Ermittelung anwenden*). Man 
bekommt dann« weil an der Wand nicht der volle Bei^ungswider- 
stand zur Anrechnung kommt, größere und ungünstiger gerichtete 
Dr&cke, als wenn man nach S.390 —397 rechnet oder das Rebhann*sche 
Verfahren (S. 397—401) mit ö==(p anwendet. 

Etwas Gewaltsames hat die Übertragung d^r Verhältnisse des 
unbegrenzten Erdkörpers anf einen durch eine Stützmauer begrenzten 
immerhin; die Gleichmäfsigkeit und Stetigkeit wird durch die 
Mauer doch sicherlich gestört Wenn auch vielfältig angestellte 
Versuche immer noch nicht zu einem sicheren Ergebnis darüber 
geführt haben, in welchem Umfange die Beibung an der Wand zur 
Wirkung kommt, und wenn auch eine endgültig befriedigende^ Be- 
ailtwortung dieser Frage, bei welcher so mancherlei keiner Gesetz- 
mäfsigkeit unterliegende Umstände, Erschütterungen usw. in Betracht 
kommen, sobald nicht zu erwarten ist, so scheint nach den Versuchen 
von Müll er- Breslau doch festzustehen, dafs selbst b^ rauhen 
Wandflächen der Beibungswinkel des Erdreichs gegen dieselben 
kleiner anzunehmen ist als der natürliche Böschungswinkel. 



*) Vergl. a. Dr. Weyrauch, Theorie des Erddruckes auf Grund der 
neueren Anschauungen; Allgemeine Bauzeituug 1880, S. 63; erschien auch 
als Sonderabdruck, Wien 1881, Verlag von R v. Waldheim. 
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Verzelclinis und Bedeutung der in den Formeln 
benutzten Bucüstatoen unter Hinweis auf die er- 
klärenden Stellen des Bucües. 



Ä Auflagerdrnck des linken Endanf lagen (S. 209)*, 

„ lotrechter Eämpferdmck am linksseitigeD Auflager eines Bogentragers 

(S. 71); 

B Anflagerdmck des rechten Endauf lagere (S. 209); 
„ lotrechter K&mpferdruck am rechten Auflager eines Bogentragers (S.71); 
C Centrifagalmoment einer Bogenlinie (S. 139); 

D Spannkraft in einer Strebe (Diagonalen) eines Fachwerks (S. 231); * 
^ aktiver Erddrnck gegen eine Wand (S. 380); 
Dj passiver Erddrnck oder Erdwiderstand (S. 383); 
D Gesamtdrack in einer Fuge eines Gewölbes (S. 193); 
F Qaerschnittsfläcbe eines Stabes oder Bogentragers (S. 37, 70) ; 
Fl Querschnitt des Bandes eines Bogens (S. 105); 
JP'(u) = V* (««+«-«) (zur Kettenünie) (S. 171); 
G Gleitziflfer (S. 17); 
„ ständige Enotenpunktslast (S. 297); 
„ Gewicht einer Stützmauer (S. 403) ; 
H wagerechte Seitenkraft in einem Trägergurt (S. 211); 
« Horizontalschub eines Bogentragers oder Gewölbes (S. 72, 98, 136, 184); 
n wagerechte Spannkraft im Scheitel einer Ketten- oder Drucklinie (S. 166) ; 
M Biegungsmoment (S. 14); 
M^ Scheitelmoment eines Bogentragers oder Gewölbes (S. 154, 195); 
Mf^ und üf^ Einspannungsmomente eines Bogentragers oder Gewölbes 

(S. 136, 195); 
M]^ Kemmoment (S. 70); 
N Längskraft, Normalkraft für einen Querschnitt (S. 35); 
Spannkraft im Obergurt eitoes Trägers (S. 207, 218); 
P Einzellast (S. 67) besonders auch bewegliche Einzellast (S. 82, 98); 
P„ Bezeichnong einer Gruppe von Kräften P„j, P^^ usw. (S. 339); 
Q Querkraft in einem Schnitte (S. 16, 70); 

8 Spannkraft eines Stabes bezw. einer Ketten- oder Drucklinie an be- 
liebiger Stelle (S. 166, 224); 
S' Spannkraft eines Fachwerkstabes infolge einer Last Eins in bestimmter 

Richtung (S. 341); 
Sq Spannkraft eines Stabes in einem statisch unbestimmten Fachwerk, das 
durch Beseitigung überzähliger Stütz widerstände odep Stäbe statisch 
bestimmt gemacht ist (S. 364) ; 
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U Spannkraft im Untergart eines Trägers (S. 207, 218); 

V Spannkraft in einem Ständer (einer Vertikalen) eines Fachwerks (S. 218); 
W^ and Wi, Widerlager- (Kämpfer-) Drücke eines Bogentr&gers oder Ge- 
wölbes (S. 67, 72, ?9); 

X wagerechte Spannkraft an beliebiger Stelle einer Dracklinie ftir £rd- 

belastang (S. 201); 
M statisch unbestimmte Gröfoe (S. 864). 

Y Wandscheerkraft eines Trägers (S. 208) ; 

^ and 9la innere and äuüsere Formänderangsarbeit (S. 11); 

%J^ und 9(J innere and äofsere Yerschiebangsarbeit (S. 11); 

a diejenige Strecke der linken Aaflager-Lotrechten eines Trägers« welche 

zwischen den Gurtrichtangen einer Schnittstelle liegt (8. 208, 258, 286) ; 

b diejenige Strecke der rechten Anf lagerlotrechten eines Trägers, welche 

zwischen den Gartrichtangen einer Schnittstelle liegt (S. 208, 258, 286) ; 

c Höhe des Spannangsmittelpunktes der Scheitelfnge eines Bogenträgers 

oder Gewölbes über der Mitte der Fuge (S. 155, 196) ; 
„ Scherfestigkeit (Eohäsion) eines Erdkörpers (S. 155, 196); 
d Länge einer Fachwerkstrebe (S. 285, 295); 
„ untere Stärke einer Stützmauer (S. 403); 
^ Gewölbestärke an beliebiger Stelle (S. 193); 
do Gewölbestärke im Scheitel (S. 192); 
(2, Gewölbestärke am Kämpfer (g. 194) bezw. an deijenigen Stelle eines 

Erddruckgewölbes, wo die Mittellinie lotrecht steht (S. 205); 
ds Bogen teilchen einer Kurve (Mittellinie eines Stabes oder Boiiren- 

trägere) (S. 51, 100); 
d^ Kontingenz- oder Zentriwinkel eines Bogenteilchens ds (S. 51, 100); 
e Abstand der am stärksten gespannten Stelle eines Querschnittes yon 

der Bieguugsachse (S. 69); 
„ Höhe des Angriffspunktes des Erddrncks .über der Unterkante der 

Wand (S. 382, 393); 
f PfeUhöhe emes Bogens oder Gewölbes (S. 72, 192) ; 
g ständige Belastung der Längeneinheit (S. 85); 
h Trägerhöhe an irgend einer Stelle (S. 208, 257); 
„ Höhe einer Stützwand (S. 380); 
/»o freie lotrechte Standböhe eines Erdkörpers (S. 385); 
hl Überhöhung eines Erdkörpers (S. 390); 

h^ Trägerhöhe in der Mitte einer Spannweite (S. 211, 283, 289); 
fc = 2D:Ä« beim Erddruck (S. 382, 392); 
k vom Querschnitt abhängige Zahl bei Berechnung der Normalspannungen 

in krummen Stäben (S. 37); 
l Spannweite eines Bogenträgecs oder Gewölbes (S. 72, 97, 192); 
n Anzahl der Knotenpunkte eines Fachwerks (S. 220); 
p Belastung der Längeneinheit besonders bewegliche Belastung (S. 81); 
Pa^' Pi äufserer und innerer Druck anf eine Gefäfswand (S. 59); 
p Erddruck auf die Höheneinbeit einer Wand (S. 382); 
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q Belastung eines Erdkörpers f&r die Flächeneinheit des Grundrisses 

(S. 402); 
„ Gewicht der Bogeneinheit einer Kette (S. 168); 
r KrütmiDangshalbmesser im Scheitel einer Ketten- oder Drucklinie (S. 167) ; 
8 Anzahl der Stäbe eines Fachwerks (S. 220); 
^ Länge eines Fachwerkstabes (S. 333); 
t Temperatnrzunahme eines Bogens (S. 104); 
t„ und if, Tiefe des an den Kämpfern wirkenden Seitenschnbes H eines 

Bogentrigers oder Gewölbes unter den Mitten der Kämpferfagen 

(S. 145, 195): 
u==x:r Hülfsgröfse (Kettenlinie) (S. 171); . 
w Abstand des Schnittpunktes der Gurtrichtungen (an einer Schnittstelle 

eines Trägers) von der linken Auflager-Lotrechten (S. 208, 258); 
„ veränderliche Breite eines Querschnittes (S. 14); 

i/q Belastungshöhe im Scheitel (bei wagerechter Belastungslinie) (S. 176); 
z Ordinate der Kämpferdrucklinie eines Bogenträgers (S. 120, 148); 
„ Belastungshöhe einer Ketten- oder Drucklinie (S. 166); 
Zq Belastungshöhe im Scheitel einer Ketten- oder Drucklinie (S. 167); 

Jds Vergröfserung des Bogenteilchens ds (S. 19^; 

Jdf> Yergrö&erung des Kontingenz- oder Oentri winkeis eines Bogen- 
teilchens (S. 19); 
J^ EinfluTs der Belastung eines Erdkörpers auf den Erddruck (S. 402); 
Jl Vergröfserung der Spannweite { eines Bogenträgers (S. 100); 
Je Verlängerung eines Stabes Ton der Länge s (S. 333); 
a Neigungswinkel eines Bogens oder einer Drucklinie am Kämpfer 

(S. 118, 194); 
„ Neigungswinkel der Stützwand eines Erdkörpers (S. 390); 
r Dichtigkeit (Gewicht von l^bm) eines Erdkörpers (S. 380); 
ri Dichtigkeit des Mauerwerks (S. 192, 403); 
S Neigungswinkel einer Strebe D eines Fachwerks (S. 235); 
f, unbestimmte Abweichung des Erddruckes D von der Normalen zur 

Wand (S. 397); 
n elastische Verschiebung eines Punktes eines von Kräften ergriffenen 
Körpers oder eines ebenen Fach Werkes (S. 13, 20, 334); 

d^ a elasti/ache Verschiebung eines Punktes a infolge einer in ihm angreifen- 
den äufsem Kraft Eins in der Richtung derselben (S. 337); 
Sab elastische Verschiebung eines Punktes a in der Richtung einer in ihm 
angreifenden Kraft infolge einer in einem Punkte b angreifenden Kraft 
Eins (S. 337); 

e Dehnung (S. 36); 

», Wärmedehnung (S. 104); 

fi=a-} 2f> Hülfsgröfse (Erddruck) (S. 390); 

$ kleino Verhältniszahl, welche die Einwirkung der Verkürzung der 
Mittellinie eines Bogens oder Gewölbes, sowie der Verlängerung der 
Spannstange eines Bogens darstellt (S. 117, 144, 185, 193); 
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